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  پیشگفتار
عنایات و الطاف او توانستیم کتاب مدارهاي  وسپاس خداوند دانا و توانا را که با یاري 

این کتاب کـه  . را تهیه و به دانشجویان عزیز و دوستداران علم تقدیم کنیم IIالکتریکی 
باشـد، بـا نگـاهی خودآمـوز،      مـی حاصل چندین سال تدریس این درس توسط مولف 

ي هـا  با مثالهاي زیاد تـألیف شـده اسـت تـا دانشـجویان رشـته      بصورت روان و همراه 
ه پیـام نـور، براحتـی مطالـب را     خصوصا دانشـجویان دانشـگا  مهندسی کامپیوتر و برق 

  .و بصورت خودآموز درس را یاد بگیرند فهمیده
آنچـه کـه در   . باشـد  مـی  Iدر ادامه مباحث درس مدارهاي الکتریکی مطالب این کتاب 

بیان شد، در این درس بصورت کـاملتر و بـراي مـدارهاي     Iیکی درس مدارهاي الکتر
در این درس روشهاي مختلفی بـراي حـل مـدارها ارائـه     . پیچیده تر بررسی شده است

توان این  میتوان براي حل مدارهاي پیچیده استفاده نمود بطوریکه  میشود که از آنها  می
ي حل مدارهاي الکتریکی از آنها کرد و برا سازي روشها را بصورت نرم افزارهایی پیاده

  .استفاده کرد
شامل هشت فصل است که به همـراه توضـیحات و قضـایاي موجـود در     کتاب حاضر 

. اشدب  مجموعه مفیدي براي دانشجویان مهندسی کامپیوتر دانشگاه پیام نور می ها پیوست
فصل دوم روشـهاي  در . شوند در فصل اول کتاب گرافهاي شبکه و مفاهیم آنها بیان می

این روشها بصورت ساده تر  تجزیه و تحلیل گره و مش بطور مبسوط ارائه خواهند شد
فصل سـوم نیـز تجزیـه و تحلیـل      .نیز ارائه شده اند Iقبلاً در درس مداهاي الکتریکی 

فصـل   .ست و حلقه است که روش دیگري براي حل مـدارهاي الکتریکـی اسـت    کات
  شش
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در  .شـود  وشتن آنها و بعضی کاربردهاي آنرا شـامل مـی  چهارم معادلات حالت، نحوه ن
فصل پنجم فرکانسهاي طبیعی معرفی و نحوه محاسبه و ارتباط آنها با معـادلات حالـت   

فصل ششم شامل توابع شبکه، نحوه یافتن صـفرها و قطبهـاي شـبکه     .بیان خواهد شد
ها  یسهاي دوقطبیارائه خواهند شد و نحوه محاسبه ماتر ها فصل هفتم دوقطبی .باشد می

. نهایتاً در فصل هشتم تبدیل لاپلاس بطور مفصل ارائـه خواهـد شـد    .بیان خواهد شد
اگرچـه  . تبدیل لاپلاس یکی از مباحث ریاضی مهم در درس مدارهاي الکتریکی است

شود ولی معمولاً در کتابهاي مدار نیز فصلی  میاین مبحث در درسهاي دیگر نیز مطرح 
داده و بطور مفصل  این مبحث را در فصل آخر کتاب قرار .دهند میرا به آن اختصاص 

ایم تا در صورتی که براي تدریس کتاب، زمان کـافی در اختیـار اسـتاد     داده نیز توضیح
براساس تجربه مولف در زمان تـدریس،   .نبود دانشجویان خود بتوانند آنرا مطالعه کنند

ن درس اشـکال دارنـد و یـا آنهـا را     بعضی دانشجویان در مباحث ریاضی مورد نیاز ای
براي اینکه دانشجو بتواند به راحتی و بدون نیـاز بـه اسـتاد مطالـب     . اند فراموش نموده

اند که  ریاضی مورد نیاز را یاد گرفته و استفاده کند، پیوستهایی در آخر کتاب آورده شده
سعی شده اسـت  ب کتااین  در .کند اي بیان می مباحث ریاضی را همراه با مثالهاي ساده

. تـر گـردد   مطالب همراه با مثالهاي متعدد باشد تا فهم مطلـب بـراي دانشـجویان سـاده    
توان روند حل مسأله را دنبال کرده، آنـرا   میهمچنین با حل کامل و دقیق مثالها براحتی 

  .بخوبی فهمید
آن دانم از تمامی افرادي کـه در تهیـه ایـن کتـاب و بـه ثمـر رسـیدن         میدر اینجا لازم 

رحمانی و دکتـر قربـان نیـا    دکتران آقای اساتید گرامیاز . د تشکر کنمهمکاري داشته ان
 ـکه در ویراستاري این کتاب قبول زحمت  دلاور مهنـدس    د و همچنـین از خـانم  کردن

  .سپاسگزارم ،ندتایپ این کتاب کمک نمود فرجادمنش که در
ایـن کتـاب خـالی از     ،یسـنده دانم که علی رغم تلاش فـراوان نو  میدر پایان لازم بذکر 

، گرامـی  اسـاتید احتمـالی  لذا از کلیه نظرات، انتقادات و پیشنهادهاي  .باشد میاشکال ن
   .نماییم میدانشجویان و سایر خوانندگان استقبال 

  
 رضا عسکري مقدم

1389ان تابست  
 هفت
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 فصل اول

 گرافهاي شبکه ومفاهیم

 
 

  اهداف
  :خواهد بوددر پایان این فصل دانشجو قادر 

  .مفهوم گراف و زیر گراف را توضیح دهد - 1

  .دار ،ماتریس تلاقی را بدست آورد و بالعکس از گراف جهت - 2

  .درا بنویس KCLرا بیان کرده، روابط  ست کاتمفهوم  - 3

 .گان را بیان کرده و آنرا بکار بردقضیه تل - 4
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  مقدمه.1- 1
روش تحلیل گره KCL 1، 2 KVLمعادلاتدر درس مدارهاي الکتریکی براي حل مدارها از 

در غالب  مثالها ومسائلی که تا کنون مطرح شده . وروش تحلیل مش استفاده می گردید
در این فصل مفاهیمی . اند از مدارهایی ساده وبا تعداد عناصر کم استفاده شده است

ن حل بیشتر را بتوا هاي کرد تا مدارهایی با پیچیدگی مطرح می شوند که کمک خواهند
ي مدار ، نیاز به نوشتن تعداد بیشتري ها و یا گره ها با زیاد شدن تعداد عناصر،شاخه. کرد

همچنین لازم است دستگاه معادلات با تعداد متغیر خواهد بود KCL،KVL معادلات 
وجود این مشکلات باعث مطرح شدن روشهاي حل . ومعادلات بیشتري را حل کرد

روش معادلات به صورت ماتریسی نوشته شده وحل می در این . مداري جدیدي گردید
به وجود آمدن کامپیوتر وتوانایی انجام محاسبات با سرعت بالا باعث گردید تا . گردند

روشهاي جدید حل مدار ارایه گردد در این روشها با استفاده از کامپیوتر معادلات به 
  .راحتی حل گردیده ،پارامترهاي مورد نیاز به دست می آیند

  3گراف.2- 1
مفاهیم و تعاریفی ارائه گردیدند که در اینجا یادآوري آنها  1در درس مدار الکتریکی 

همچنین هر . می نامند 4عنصر الکتریکی را گره محل اتصال دو یا بیشتر .مفید است
بنا براین می توان . گویند می 5ه قرار می گیرد را یک شاخهالمان الکتریکی که بین دو گر

  .نمایش داد ها وشاخه ها به صورت ترکیبی از گرههر مدار را 
به صورت آنی ولحظه اي اتفاق  انتقال سیگنال در مدار به صورت یک موج می باشد و

ابعاد فیزیکی عنصر اهمیت  ،در صورتی که فرکانس سیگنال بسیار بالا باشد. نمی افتد
آن را  در حالتی که ابعاد فیزیکی عنصر در تحلیل آن اهمیت داشته باشد،. پیدا می کند

ي الکتریکی متفاوتی تحلیل خواهند شد ها در این درس مدار .ی نامندعنصر گسترده م
                                                                                                                                                                                                            
1 Kirchhoff’s Current Law 
2 Kirchhoff’s Voltage Law 
3 Graph 

4 Node 

5 Branch 
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که در همه آنها ابعاد فیزیکی عنصر در تحلیل آن اثري ندارند، این مدارها اصطلاحا 
الکتریکی قبلا  يها مفهوم دیگري که در مبحث مدار. شوند مدارهاي فشرده نامیده می

 - اگر بتوان رابطه بین جریان خطی بودن عنصر است، غیر خطی ونیز مطرح شده است 
آن عنصر  ،ایش دادیک عنصر را با یک معادله خطی نم شار- ولتاژ یا جریان- یا بار ژ          ولتا

بسیاري از  البته در. ر غیر این صورت عنصر غیر خطی است د .را خطی می نامند
ي عملی عناصر غیر خطی هستند و براي تحلیل آنها معمولا به این صورت ها کاربرد

 جریان ناحیه کار مشخصی و با فرض تغییرات کوچک ولتاژ و عمل می شود که در
  .استفاده می کنند مدل خطی عنصر را

ي هر گره مدار الکتریکی همیشه ها نشان می دهد که جمع جبري جریان KCL معادله
بیان می کند که جمع جبري ولتاژها در هر حلقه از هر مدار  KVLمعادله . صفر است

نوع عنصر  ، KCLو KVL در حین نوشتن معادلات  .لکتریکی همواره برابر صفر استا
 .یت عناصر الکتریکی هستندل از ماهالکتریکی اهمیت ندارد و این معادلات مستق

هر عنصر الکتریکی را با یک شاخه  و دتوان از ماهیت اجزا صرف نظر کر بنابراین می
در نتیجه شکلی حاصل خواهد . نمایش داد به یکدیگر با گره ومحل اتصال عناصر را

 ها اي از شاخه دسته به عبارت دیگر منظور از گراف، .شد که به آن گراف گفته می شود
 .دو سرش به یک گره وصل استه در هستند به طوري که هر شاخ ها گروهی از گره و

 .ي آنها نمایش داده شده استها دو مدار وگراف) 1- 1(در شکل 
 

 
)الف(  

 
)ب(  

ي آنهاها دو مدار و گراف.1- 1کلش  
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 g1اگر هر گره  ،مینامیم gرا یک زیر گراف از گراف  g1. در نظر بگیریدرا   gگراف

توان گفت با  یا به عبارت دیگر می .باشد  gاز یک شاخه g1وهر شاخه g از یک گره
gي گرافها یا گره و ها حذف بعضی از شاخه ي مختلفی به دست ها توان زیر گراف می  

gیک گراف )2- 1(در شکل  .آورد نمایش داده  g4و  ،g1 ،g2 ،g3و چهار زیر گراف  
 .شده است

  

 
 

  g4و  g1 ،g2 ،g3گرافو چهار زیر  gگراف . 2- 1شکل
 

 .گره تشکیل شده است یک تنها ازg4 ملاحظه می شود که زیر گراف )2- 1 (شکلدر 
مدار الکتریکی قبلا در درس  .نامند  می "زیر گراف سوده " اصطلاحا این زیر گراف را

ر هر عنصر در یک اگ. تریکی تعریف گردیدندي براي عناصر الکي قراردادها جهت 1
چنین قرارداد می کنیم که جهت جریان  د،داده شو نشان) 3- 1(مطابق شکل  شاخه

به عبارت دیگر جهت جریان از  .همواره از پتانسیل بیشتر به سمت پتانسیل کمتر است
  .سمت مثبت ولتاژ به سمت منفی فرض می شود

 

 
 

  جهت قراردادي ولتاژ و جریان براي یک عنصر الکتریکی و یک شاخه .3- 1شکل
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اگر در مدار الکتریکی، به جاي هر عنصر الکتریکی یک شاخه قرار گیرد و هر شاخه با 

گفته  دار جهتتوجه به شکل داراي جهتی باشد گرافی حاصل می شود که به آن گراف 
جهت پیکان هر شاخه از سمت مثبت ولتاژ به سمت منفی  دار جهتدر گراف . می شود

 ي مثبت وها پیکان ،دیگر نیازي به نمایش علامت این با رسم جهتبنابر می باشد و
ي هر شاخه نشان دهنده جهت حرکت جریان در ها منفی ولتاژ نمی باشد جهت پیکان

 شود و به گره دیگر وارد  شاخه می باشد واصطلاحا جریان از یک گره خارج می
  .شود می

  بیان ماتریسی گراف .3- 1
شماره گذاري و مشخص شوند  ها وگره ها تمام شاخه دار جهتاگر براي هر گراف 

آنگاه می توان ماتریسی را نوشت که نشان می دهد هر شاخه از کدام گره خارج و به 
را با ماتریسی  دار جهتبه عبارت دیگر می توان هر گراف . کدام گره وارد می شود

 ي هر شاخه راها و جهت پیکان ها وگره ها نمایش داد به طوري که نحوه اتصال شاخه
با  نامیده و "شاخهماتریس تلاقی گره یا " ریس اصطلاحااین مات. در خود دارد

 Aୟدرایه .نمایش داده می شود (j,k) ام این ماتریس به صورت زیر تعیین می شود: 

௝ܽ௞ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1  اگر شاخه ݇ از گره ݅ خارج شود

−1 اگر  شاخه݇ به گره ݅ وارد شود
0 اگر شاخه ݇ و گره ݅ به هم متصل نباشند

�  

  
این هر ستون بنابر .گره وارد می شود هر شاخه تنها از یک گره خارج وتنها به یک

ي ستون برابر صفر ها می باشد و بقیه درایه - 1 یک و +1 فقط شامل یکAୟ  ماتریس
نمایش داده  آن دار گراف جهت )4- 1  شکلزیر ماتریس تلاقی و در در . خواهند بود

  .شده است
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௔ܣ = ൦
١ ١ −١ ٠ ٠ ٠

−1 0 ٠ ٠ −١ ١
0 −1 0 −١ ١ −١
0 0 ١ ١ ٠ ٠

൪

 

  

 

 

 
  و ماتریس تلاقی آن دار جهتگراف . 4- 1شکل

  
. توضیح داده شد دار جهتنحوه نوشتن ماتریس تلاقی با استفاده از شکل گراف  ،در بالا

به  ها ، نحوه اتصال آنها و جهت شاخهها ، شاخهها از آنجا که اطلاعات مربوط به گره
با استفاده از ، معکوسبطور  می توان ،وجود دارد Aୟ  طور کامل در ماتریس تلاقی

ابتدا با توجه براي به دست آوردن ماتریس، . ماتریس تلاقی نیز گراف را به دست آورد
سپس با استفاده از . شماره گذاري می شوند مشخص و ها تعداد گره ،ها به تعداد سطر

می  جهت جریان هر شاخه مشخص و رسم نحوه اتصال و ،ماتریس اطلاعات هر ستونِ
  .شود

  
  .متناظر با ماتریس تلاقی زیر را رسم کنید دار جهتگراف  :)1- 1(تمرین

 

௔ୀܣ ൦
١ ١ ٠ ١ ٠

−1 −1 0 ٠ ٠
0 0 −1 −١ −١
0 0 1 ٠ ١

൪   
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  1کات ست.4- 1
به هم متصل  ها است که توسط شاخه ها اي از گره همانگونه که گفته شد گراف مجموعه

عملی . اند و جهت هر شاخه نشان دهنده ورود یا خروج جریان به هر گره است شده
حذف "باقی بمانند اصطلاحا  ها دو گره حذف شود ولی خود گره که طی آن خط بین

قطع  ،منظور از حذف شاخه در یک گراف ،به عبارت دیگر. شود نامیده می "شاخه
دسته . وز در جاي خود باقی هستندهن ها کردن ارتباط بین دو گره است در حالی که گره

ي یک گراف پیوسته را در صورتی کات ست می نامند که دو شرط را ها اي از شاخه
گراف به دو قسمت جداي از  ي این دسته،ها اول اینکه با حذف تمام شاخه: ارضا کنند

ي این دسته به جز یکی باعث ها دوم اینکه حذف تمام شاخه هم تبدیل شود و
  . به دو قسمت مجزا تبدیل نشود گراف ف گردد وپیوستگی گرا

ي کات ست با خطوط پررنگ تر ودرشت ها ، شاخهست معمولا براي نشان دادن کات
را قطع می  ست ي کاتها تر نمایش داده می شوند که توسط خط چینی که تمام شاخه

ست یی از کات ها مثال) 5- 1(در شکل .ي گراف متمایز شده اندها از سایر شاخه ،کند
  .در دو مدار نمایش داده شده است

 
 

  در دو گراف ست کاتدو  .5-1شکل 
  

می باشند که KCL  ي الکتریکی معادلاتها یکی از معادلات مهم واساسی در حل مدار
براي هر گره مدار نوشته واستفاده می  KCL روابط .بیانگر قانون جریان کیرشهف هستند

شکل کلی  را تعمیم داد و KCL می توان رابطه ها با استفاده از مفهوم کات ست. شوند
براي هر مدار فشرده در هر لحظه از زمان و براي ". برد به کار ها تري از آن را در مدار
ي کات ست مساوي ها مجموع جبري جریان تمام شاخه ،ي آنها هر یک از کات ست

                                                                                                                                                                                                            

1 Cut set 
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) 5- 1( به شکلبا توجه  بنا به تعریفی که قبلا براي کات ست ارائه شد و ".صفر است
کند تشکیل  ي کات ست را قطع میها می توان مشاهده کرد که خط چینی که تمام شاخه

یک سطح گوسی میدهد که سطحی بسته است وانتظار می رود که جمع جبري 
  .خارج شده از این سطح برابر صفر باشد ي وارد وها جریان

داخل به خارج  ولا جهت ازمعم .براي هر کات ست می توان یک جهت تعریف کرد
با تعریف جهت . ست تعریف می کنند ست را به طور قراردادي جهت کات سطح کات

یی از ها شاخه .ست مفهوم پیدا می کنند ي کاتها نکات ست، جمع جبري جریا
 یی کهها شاخه ست که جهت آنها موافق جهت کات ست است با علامت مثبت و کات

ست به  با علامت منفی در معادله کاتاست  ست کاتجریان آنها مخالف جهت  جهت
   .کار می روند

  
  .را بنویسید KCL معادلات )5- 1(ي شکلها براي کات ست) :2- 1( تمرین 

  1ା ݅2ା݅3ୀ0݅    ) الف  :جواب
  1ା ݅2ି݅3ୀ0݅    ) ب       

  
براي همه   KCL اگر روابط. قانون جریان کیرشهف براي هر گره نوشته می شود

با یکدیگر جمع گردد ،قانون کات ست  نوشته شده و گوسیي داخل یک سطح ها گره
را در داخل سطح  ها یی که گرهها جریان شاخه KCL  با جمع معادلات. حاصل می شود

ست  ي کاتها ي شاخهها تنها جریانو به هم وصل می کنند یکدیگر را حذف می کنند 
  :این نکته دیده می شود) 1- 1(باقی می مانند در مثال 

  
ي داخل ها را براي گره KCLمعادلات  ) 5- 1 ( از شکل )الف ( گرافدر :  )1- 1(مثال

  .نوشته و حاصل جمع آنها را با معادله کات ست مقایسه کنید گوسی سطح
1݅                                 :1ܮܥܭ + ݅5 − ݅6 = 0  

−                    :2ܮܥܭ                                ݅2 −  ݅5 − ݅ 7 + ݅8 = 0  
+  3݅+                              :3ܮܥܭ ݅4 − ݅8 = 0  
−                                 :4ܮܥܭ ݅4+݅6+݅7 = 0  

  
− 1݅                                   مجموع ݅2 + ݅3=0   
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,1݅ي خروجیها معادله به دست آمده دقیقا معادله کات ست است که براي جریان  ݅3 

  .علامت منفی دارد 2݅ علامت مثبت وجریان ورودي

   1ها حلقه.5- 1
اینک تعریف کامل . استفاده کرده ایم حلقه را تعریف و 1قبلا در درس مدار الکتریکی 

براي آن توضیح داده خواهد KVL  نحوه نوشتن روابط تري از حلقه ارائه می شود و
متصل به هم باشد   L اگر زیر گراف ،گویندرا حلقه  g از گراف  Lیک زیر گراف .شد

بنابراین اگر مسیر . تنها دو شاخه متصل باشد L  زیر گراف همچنین به هر گره از و
ی عبور کرده باشد حلقه مشخص کرد که بیش از یک بار از گرهاي در مدار بتوان  بسته

  .نیستندیی نشان داده شده اند که هیچ یک حلقه ها مسیر )6- 1(در شکل  .نیست 
  

 
 )پ)                                             (ب)                                              (الف(         

  .زیر گرافهایی که حلقه نیستند .6-1شکل 
 

براي هر شبکه فشرده ودر هر " :براي هر حلقه می توان قانون ولتاژ کیرشهف را نوشت
یی که ها ي آن، جمع جبري ولتاژ تمام شاخهها براي هر یک از حلقه لحظه از زمان و

نیاز  KVLبراي نوشتن معادلات  ".حلقه را تشکیل می دهند، همواره برابر صفر است
سپس با توجه به جهت  ابتدا یک جهت قراردادي براي حلقه تعیین کنیم و .است
اگر جهت شاخه با جهت . کنیم علامت ولتاژ شاخه را در معادله تعیین می ها شاخه

از علامت مثبت واگر شاخه با حلقه هم جهت  ،قراردادي حلقه مطابقت داشته باشد
معمولا براي نشان دادن حلقه  .از علامت منفی براي ولتاژ شاخه استفاده می شود ،نباشد

  .ي مربوط به آن را پر رنگ تر ودرشت تر رسم می کنندها شاخه در گراف،
                                                                                                                                                                                                            

1 Loop 
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را براي آن  KVL معادله .اي مشخص شده است ف زیر حلقهدر گرا ):3- 1(تمرین

 .بنویسید

 
  

  )2-1(مدار مربوط به تمرین ) .7- 1(شکل
  

لقه ایست که یک مش ح .با مفهوم مش آشنا شده اید  1قبلا در درس مدار الکتریکی 
ایست که  اي محصور نشده باشد یا به عبارت دیگر مش حلقه در آن حلقه هیچ شاخه

ي داخل یک حلقه ها اگر براي تمامی مش .توان حلقه دیگري تعریف کرد داخل آن نمی
 معادله حلقه حاصل نوشته شود وسپس به طور مناسبی با هم جمع گردد KVLروابط 

  .شود  می
  

و  {1,2,6}هاي  مربوط به مش KVL  معادلات) 7- 1(شکل براي مدار  ).2- 1(مثال
  .آوریدمجموع آنها را بدست  را نوشته و3,4,5,6} {

  )حل
2ݒ+1ݒ                                             :1 ܮܸܭ 6ݒ + = 0   
4ݒ+3ݒ−                                :2 ܮܸܭ + 5ݒ 6ݒ − = 0   

  
1ݒ                              مجموع + 4ݒ+3ݒ−2ݒ + 5ݒ  = 0   

  
  .حلقه است KVL  معادله حاصل همان معادله
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  1تلگانقضیه .6- 1
عناصر بکار رفته . ي فشرده استها قضیه تلگان یک قضیه بسیار کلی براي همه شبکه

ممکن است خطی ،غیر خطی،اکتیو،پسیو،تغییر پذیر با زمان ویا نا متغیر  ها در این شبکه
کلیت . با این حال قضیه تلگان همچنان معتبر و قابل استفاده می باشد. با زمان باشند 

ن دلیل است که براساس قوانین ولتاژ وجریان کیرشهف حاصل شده این  قضیه به ای
وهمچنین می دانیم که قوانین ولتاژ وجریان کیر شهف براي عناصر خطی،غیر . است

  .خطی،اکتیو،پسیو،تغییر پذیر با زمان ویا نا متغیر با زمان صحیح وقابل استفاده هستند
 ௞݅وجریان متناظر ௞ݒ داراي ولتاژ kشبکه فشرده دلخواهی را تصور کنید که هر شاخه 

 دار جهتصرف نظر کرده وشبکه را به صورت یک گراف  ها از ماهیت شاخه. می باشد 
  :قضیه تلگان بیان می دارد که  .تصور کنید 

∑ ௞݅௞ݒ 
௕
௞ୀ1 = 0   

  . ي شبکه استها نشان دهنده تعداد شاخهb که 
ارضا شود این است که در  ௞ݒ ها ي شاخهها تنها شرطی که لازم است توسط ولتاژ 

  .صدق کنند   KCL باید در رابطه ௞݅ يها چنین جریان هم .صدق کنند  KVL رابطه
  

 روابط. ي داده شده را در نظر بگیرید ها و جریان ها شبکه زیر  با ولتاژ). 3- 1(مثال 

KCL و KVL قضیه تلگان را بررسی کنید ورا نوشته.  
  

1ݒ = 2ݒ    2 = 3ݒ    1− = 4ݒ   1 = 5ݒ    4 = −3                   
 

݅1 = 1     ݅2 = 1       ݅3 = −3      ݅4 = 2      ݅5 = 2                    
  

                                                                                                                                                                                                            

1 Tellegan 
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  )3-1(گراف مربوط به مثال. 8-1شکل 
  

اگر مقادیر داده شده ولتاژ .با توجه به شکل فوق به صورت زیر است KVLروابط ) حل 
  .ددو رابطه صادق هستنوجریان را در روابط قرار دهیم هر 

3ݒ−1ݒ                      :1ܮܸܭ 2ݒ + = 0  
−                 :2ܮܸܭ 4ݒ+3ݒ 5ݒ + = 0  

  
  :همچنین براي هر گره داریم  

5݅−3݅− 1݅−                       :1 ܮܥܭ = 0  
ି 1݅                                   :2 ܮܥܭ ݅2 = 0  
2ା ݅3ା݅4݅                             :3 ܮܥܭ = 0  
4ା ݅5݅−                                :4 ܮܥܭ = 0    

  .ي داده شده در روابط فوق صدق می کنند ها همه مقادیر جریان
  قضیه تلگان نیز به صورت زیر است 

∑ ௞݅௞ݒ  =5
௞ୀ1 (2)(1) + (−1)(1) + (1)(−3) + (4)(2) + (−3)(2)   

= 2 − 1 − 3 + 8 − 6 = 0                                 
…………………………………………………………………………………………………………… 

  
ان قضیه تلگ .ر استبه صورت زی ها و جریان ها در گراف زیر مقادیر ولتاژ ).4- 1(تمرین

  را بررسی کنید 
1ݒ  = 2ݒ    10− = 3ݒ    6− = 4ݒ   6 = 4            
  
  ݅1 = 5     ݅2 = −2       ݅3 = 3      ݅4 = 5          
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  )3- 1(گراف مربوط به تمرین .9- 1شکل
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  1مسائل فصل 
ماتریس . آنرا رسم کنید دار جهترا در نظر گرفته و گراف ) 1- 1م(مدار شکل  - 1

  .درا بنویسی ௔ܣتلاقی گره با شاخه 
  

  
  )1(مدار مسئله . )1-1م(شکل

  
. گیرند، نمایش دهید میرا دربر 7و2ي ها یی که شاخهها ست کات) 1- 1م(در شکل- 2

  .نها بنویسیدآرا براي  ܮܥܭروابط 
  
آن برابر مجموع  ܮܥܭستی را مشخص کنید که رابطه  کات) 1- 1م(در مدار شکل  - 3

  .است) 5( و) 4(ي ها گره ܮܥܭروابط 
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  ):4- 1م(در مدار شکل - 4
  .هستند ست کاتي زیر یک ها نشان دهید که هر یک از دسته شاخه - الف

{1,2,4,5}             {1,2,4,6,7,9}    {1,2,3,6,8,9}                    
{2,6,8,9,10,11}    {1,2,3,6,8,9}   {8,9,11,12}                    

  

  )4(مدار مسئله . )4-1م(شکل

بدست آورید و هر کدام را بر حسب ترکیب  ست کاترا براي هر  KCLمعادلات  - ب
  .خطی مناسبی از معادلات گره بنویسید

  .قل خطی هستندنسبت بهم مست ها ست کاتکنید این  ثابت- ج
  
  .را در نظر گرفته، ماتریس تلاقی گره با شاخه را بنویسید) 5- 1م(گراف شکل - 5
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  )5(مدار مسئله . )5-1م(شکل

  .گراف معادل آنرا رسم کنید. یک گراف بصورت زیر است ௔ܣماتریس تلاقی  - 6

ୀ ܣ ൦

−١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
1 −1 0 ١ −١ 1
0 1 1 −١ ٠ 0
0 0 −1 ٠ ٠ −١

൪   

  
را  4ܸولتاژ . ي یک مدار بصورت زیر استها مقادیر ولتاژها و جریانهاي شاخه - 7

  .بدست آورید
݅1 = 5      ݅2 = −2    ݅3 = 6     ݅4 = 5                           

1ܸ = 2     2ܸ = 3     3ܸ = 1       4ܸ =?                           
  
݊برابر  ௔ܣشاخه  نشان دهید که رتبه ماتریس تلاقی گره با- 8 = ݊௧ − است که  1

݊௧ ܣست و با حذف هر سطر ماتریس ها تعداد کل گره௔  رتبه ماتریس باقیمانده برابر ،
݊ = ݊௧ −   .است 1

  
,(ݐ)1ܸفرض کنید متغیرهاي ولتاز شاخه  - 9 ,(ݐ)2ܸ ⋯ , ௕ܸ(ݐ)  کلیه محدودیتهاي

KVL  (ݐ)1݆و دسته متغیرهاي جریان شاخه, ,(ݐ)2݆ ⋯ , ݆௕(ݐ)  کلیه محدودیتهاي
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KCL  ثابت کنید روابط زیر به ازاي همه مقادیر . کند برآوردهراt برقرار است:  
  

∑ ௞ܸ
௕
௞ୀ1 (1ݐ) ௗ

ௗ௧
݆௞(2ݐ) = 0                                           

∑ ௗ
ௗ௧

௕
௞ୀ1 ௞ܸ(1ݐ)݆௞(2ݐ) = 0                                              

  
توان با توجه به  میآیا . دهیم مینمایش  ௔ܣفرض کنید گرافی را با ماتریس  - 10

در مورد پیوستگی گراف یا ناپیوستگی آن اظهار نظر کرد؟ نظر خود را با  ௔ܣماتریس 
  .یک مثال نشان دهید
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  دومفصل 

  تحلیل گره و مشتجزیه و 

  اهداف 
  :در پایان فصل دانشجو قادر خواهد بود

  .مدلهاي مختلف شاخه را رسم و روابط آنها را بنویسد. 1

  .بدست آورد دار جهتماتریس تلاقی مختصر شده را براي هر گراف . 2

  .روش حل گره را بطور ماتریسی انجام دهد. 3

  .آنرا توضیح دهدماتریس مش را نوشت، . 4

  .هر مدار را با روش مش و با نوشتن ماتریسها حل کند. 5

 .مش را بطور ذهنی بنویسد روشهاي گره و. 6
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  دمهقم
ارائه گردید که  هاچند روش براي حل مدار 1ي الکتریکی ها در درس مدار

مثالها و  .ش استدیگري روش تحلیل م نها روش تحلیل گره وآیکی از 
ي ها ن هنگام بررسی شدند غالبا ساده و براي تفهیم روشیی که در آها مدار

ارائه  ییها یتمالگور مدارهاي الکتریکیدر این فصل براي حل  .حل بودند
  . دنباش مینها بر همان روشهاي تحلیل گره و مش شوند که اساس آ می

 اینگونه روشها وافزایش قدرت محاسبات با پیشرفت علم و پیدایش کامپیوتر
نایی انجام توا .قابل استفاده گردیدند براي مدارهاي بزرگ وپیچیده نیز

 KCL نگین ماتریسی در زمان بسیار کم باعث گردید تا معادلات محاسبات س
ه مدار براي این منظور هر شاخ .بصورت ماتریسی نوشته و حل شوند  KVLو

شود و سپس  میبع جریان و منبع ولتاژ مدل من،بصورت ترکیبی از مقاومت
  .شوند عادلات حل میي مربوطه نوشته و مها ماتریس

  :مدل مداري شاخه 1- 2
ر شاخه مدار ممکن است منابع ولتاژ یا جریان وابسته و مستقل موجود در ه

سلف و خازن نیز ممکن است بکار ،د همچنین عناصري مثل مقاومتنباش
مدار ارائه براي اینکه بتوان روشی کلی براي حل همه اشکال مختلف  .روند

در  .هر شاخه مدار است این .است کرد نیاز به یافتن روشی جهت مدل کردن
و انتقال منابع از محلی به محل  هاي مدار روشهایی جهت تبدیلبعضی از کتاب

 ،با تغییر محل بعضی از عناصر خصوصا منابعکه در آنها  .دیگر ارائه شده است
د عب .مانند میکند در حالیکه جریانها و ولتاژها بدون تغییر  میشکل مدار تغییر 

حل کرده و مقادیر ولتاژها و  ي جدید حاصل راها مدار ،از تغییر محل منابع
اي نشان داده شده است که  شاخه )1- 2(در شکل  .یندآ میجریانها بدست 
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تواند هر  میمنبع جریان و یک جعبه مستطیلی است که  ،داراي منبع ولتاژ
  .عنصر الکتریکی غیر از منابع باشد

  
 شامل منابع جریان و ولتاژ و عنصر الکتریکی  kمدل شاخه ). 1-2(شکل 

  

ممکن است شاخه تنها  .شاخه است هر مدل کلینشان دهنده  )1- 2(شکل 
بدین ترتیب باید منبع جریان را صفر کرده و عنصر  .شامل یک منبع ولتاژ باشد

با انتخاب مقادیر مناسب براي  .الکتریکی را یک اتصال کوتاه در نظر گرفت
شاخه اي رامدل توان هر نوع  میمنبع جریان و عنصر الکتریکی  ،منبع ولتاژ

 :توان رابطه زیر را خواهیم داشت می )1- 2(با توجه به شکل  .کرد

 )2 -1(  ௞ܸ = ௦ܸ௞−ܴ௞݅௦௞+ܴ௞݅௞   

مدلی که براي  .مقاومت عنصر الکتریکی مستطیل شکل است  ௞ܴکه منظور از 
این شکل  .نیز تغییر داد )2- 2(توان بصورت شکل میشاخه ارائه گردید را 

روابط بین ولتاژ  .حاصل شده است)1- 2(براساس قوانین تبدیل منابع از شکل 
 )1- 2(و جریان شاخه این مدار دقیقا معادل روابط جریان و ولتاژ مدار شکل 

   .باشد می
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  kمدل دیگري از شاخه ). 2-2(شکل 

௞ܴحال اگر عنصر الکتریکی مستطیل شکل را یک مقاومت با مقدار فرض   
  :ام را بصورت زیر هم رسم کردkتوان مدار معادل شاخه  می ،کنیم

 

  ام kمدل دیگري از شاخه مقاومتی ). 3-2(شکل 

توان نمایش  میمدار فوق را بصورت ترکیب یک مقاومت و منبع جریان نیز 
  .داد
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  امkمدل شاخه ). 4-2(شکل 

1ن برابر آرسانایی میباشد و از نظر ریاضی مقدار  ௞ܩمنظور از
ܴ௞

ൗ   .باشد می  

توان از هر یک از مدلهاي بالا استفاده کرد علاوه براین  میدر حل مسائل مدار 
توان مقدار و محل قرار گرفتن منابع مستقل را تا  میدر تجزیه و تحلیل شبکه 

این تغییر منابع باید به  .نقض نشوند عوض کرد کیرشهفقوانین  که هنگامی
اي باشد که منابع مستقل تشکیل حلقه ندهند ویا منابع جریان مستقل  گونه

  .ندهند ست کاتتشکیل یک 

  .توان از قوانین زیر هم استفاده کرد میبراي تغییر مدارها : تذکر مهم

 ،صورت سري قرار گیردا یک عنصر باي یک منبع جریان ب نانچه در شاخهچ- 1
  .ر دادن عنصر یک اتصال کوتاه قراتوان بجاي آ می

اي یک منبع جریان با یک منبع ولتاژ بصورت سري قرار  چنانچه در شاخه- 2
  .توان بجاي منبع ولتاژ یک اتصال کوتاه قرار داد می ،گیرد

اي یک منبع ولتاژ به صورت موازي با یک عنصر قرار  چنانچه در شاخه- 3
  .توان بجاي این عنصر از مدار باز استفاده کرد می ،گیرد
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موازي قرار اي یک منبع ولتاژ  و یک منبع جریان بطور  شاخه چنانچه در- 4
  .توان بجاي منبع جریان از مدار باز استفاده کرد میگیرند، 

توان هر شبکه را بطوري تغییر داد که هر منبع ولتاژ  میبا کمک قوانین فوق 
بطور سري با عنصري که یک منبع نیست و هر منبع جریان بطور موازي با 

  .ک منبع نیست قرار گیردعنصري که ی

  به فرم ماتریسی  KCLمعادلات  2- 2
௞ܸبراي هرشاخه ولتاژ  .شاخه را در نظر بگیرید bگره و  ௧݊مداري شامل و  

گفته  1نچه که در درس مدارهاي الکتریکی آمشابه  .را فرض کنید  ௞݅جریان
را شماره  ها را گره مبنا در نظر بگیرید و بقیه گره ها شده است یکی از گره

متغیر  n=݊௧ 1-بنابراین .گذاري کرده به هر کدام یک ولتاژ اختصاص دهید
ره را گره توان یک گ میگره  ௧݊  براي هر مدار شامل .ولتاژ خواهید داشت
جریان  b معادله جبري خطی همگن بر حسب nمبنا فرض کرد و 

,௕݅ها شاخه … , ݅2,  nیم که اینمیدان. نوشت KCLبا بکار بردن قانون  1݅
ي سایر ها ولتاژ ،با توجه به اینکه مجهولات .معادله از هم مستقل میباشند

دستگاه معادلات  ،است nنها نیز باشند و تعداد آ میت به گره مبنا نسب ها رهگ
نها بنابراین از حل آ .مستقل از هم استمعادله  nمجهول و  nحاصل شامل 

توان دستگاه  می .یدآ میفردي براي هر متغیر بدست  به حتما جوابهاي منحصر
 ياگر تمام جریانها .معادلات را مرتب کرده و بصورت ماتریسی نمایش داد

را  KCLتوان دستگاه معادلات  میقرار دهیم  Iرا در یک بردار جریان  ها شاخه
  :بصورت زیر نمایش داد

)2 -2(  AI=0  
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 :بعدي بصورت زیر است  bیک بردار  Iن بردار جریان آکه در 

)2 -3(  I=൦

݅1
݅2
⋮

݅௕

൪  

بصورت زیر  ௝ܽ௞ میباشد که درایه  n*bنیز یک ماتریس با ابعاد Aو ماتریس 
  :شود می تعریف

           )2 -4       (௝ܽ௞  =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ اگر شاخه ݇ از گره ݆ خارج شود    1

اگر شاخه ݇ به گره ݆ وارد شود     1−
اگر شاخه ݇ به گره ݆ متصل نباشد      0

    

�   

برداري با  AI انتظار میرود حاصلضرب  Iو بردار Aبا توجه به ابعاد ماتریس 
است  1n یک بردار) 2- 2(در رابطه  0بنابراین منظور از  .باشد1nابعاد 

دقت کنید ) 4- 2(اگر در رابطه  .ن برابر صفر هستندآي ها که همه درایه
  ௔ܣبسیار شبیه به ماتریس تلاقی Aشود که نحوه نوشتن ماتریس  میمشاهده 

تنها تفاوت این دو ماتریس در  .تعریف و استفاده گردید 1است که در فصل 
 Aسطر میباشد در حالیکه ماتریس  n+1 ݊௧=داراي  ௔ܣاینست که ماتریس

 .ستونهاي هر دو ماتریس نیز با هم برابر استتعداد  .سطر است nداراي 
را  Aماتریس  ، ௔ܣره مبنا در ماتریس سطر متناظر با گ توان با حذف می

نیز  "ماتریس تلاقی مختصر شده" Aبه همین دلیل به ماتریس  .وردآبدست 
  .گویند می

ي مدار بصورت یک رابطه ماتریسی ها مربوط به تمامی گره KCLروابط 
 bسطر و  nداراي  Aمیدانیم که ماتریس  .قابل نمایش است)2- 2(رابطهمشابه 
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 ،گره مدار نوشته شده است nکه براي  KCLمعادله  nاز طرفی .ستون است
شود که ماتریس  مینتیجه  ،میباشد b>nچون همواره  .مستقل از هم هستند
  .داراي رتبه کامل است Aتلاقی مختصر شده 

  

را  A را گره مبنا در نظر گرفته و ماتریس 4ݐ گره ،در گراف زیر:1- 2مثال 
  .بنویسید

  
  )1-2(گراف مثال ). 5-2(شکل 

داراي ابعاد  Aبنابراین ماتریس  .شاخه است 5گره و  4گراف داراي : حل
53  خواهد بود.  

ܣ = ቈ 
1 1 1
0 −1 0

−1 0 0
      

0 0
−1 0
1 1

቉
ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ

شاخه ها

�
1
2
3
ቋ گره ها

   

  : بنابراین .سطر میباشد 5نیز داراي  Iبردار 
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ܫ                                              =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݅1
݅2
݅3
݅4
݅5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

   

  :یدآ میبدست )2- 2(معادله  بنابر

AI=ቈ
1 1 1
0 −1 0

−1 0 0
     

0 0
−1 0
1 1

቉

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݅1
݅2
݅٣
݅٤
݅٥⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= 0 

  :یا به عبارت دیگر

                     ൝
݅1 + ݅2 + ݅3 = 0

−݅2 − ݅4 = 0
−݅١ + ݅٤ + ݅٥ = ٠

�   

هاي  مربوط به گره  KCLدقیقا معادلات  ،اي که در بالا حاصل شده معادله سه
قابل مشاهده است که این سه معادله بطور خطی مستقل از  .باشند می 3و2و1

  .باشند زیرا در هر کدام متغیري وجود دارد که در بقیه موجود نیست میهم 

..........................................................................................................................  

داراي رتبه کامل ) 1- 2(در مثال  Aیا ماتریس آبررسی کنید که :1- 2تمرین 
  .است

تفاوت  .بنویسید )1- 2(اي گراف مثالرا بر ௔ܣماتریس تلاقی :)2- 2(تمرین 
  .توضیح دهید ،مشخص کرده Aا ماتریس نرا بآ
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  به فرم ماتریسی KVLمعادلات  3- 2
توان مدارهاي الکتریکی را  می (KVL)با استفاده از قانون ولتاژ کیرشهف

مطرح  1این روش قبلا در درس مدارهاي الکتریکی  .تجزیه و تحلیل کرد
  .شده است

 KVLقانون  ،گرفته شوداگر براي هر گره یک ولتاژ نسبت به گره مبنا در نظر 
یی که تشکیل یک حلقه را ها کند که جمع جبري ولتاژ شاخه میتضمین 

را نسبت به گره  ها گره  همچنین اگر ولتاژ .دهند همواره برابر صفر است می
,௡ܥ مبنا … , ,2ܥ نها بطور خطی مستقل از آتوان گفت که همه  می ،بنامیم1ܥ

از  .دهند مینسبت به گره مبنا حلقه اي تشکیل ن ها گره  هم هستند زیرا ولتاژ
را بصورت ترکیب خطی از  ري مداها توان ولتاژ همه شاخه میطرف دیگر 

داراي دو نوع شاخه  هر شبکه کلاً .نسبت به گره مبنا نوشت ها گره يها ولتاژ
. باشند میوصل  مبنا یی هستند که به گرهها دسته اول شاخه .تواند باشد می

ولتاژ شاخه برابر ولتاژ گره نسبت به گره مبنا یا منفی  ها دسته شاخه براي این
یی هستند  که به گره مبنا وصل ها دسته دوم شاخه. باشد میهمین مقدار 

ن سر آي دوها اضل ولتاژ گرهرابر تفب ها و بنابراین ولتاژ این شاخه باشند مین
که ولتاژ این  فتتوان گ می KVLبا توجه به قانون  .نسبت به گره مبنا است

ن نسبت به آتوان بصورت یک ترکیب خطی از ولتاژ دو گره  میرا  ها شاخه
را برحسب ولتاژ  ها ي تمام شاخهها توان ولتاژ میبنابراین  .گره مبنا نوشت

توان  میاین روابط را  .نسبت به گره مبنا بصورت روابط خطی نوشت ها گره
  :به صورت زیر مرتب کرد

 

          )2 -5(         ൦
1ܸ
2ܸ
⋮
௕ܸ

൪ = ൦

11ܥ 12ܥ …
21ܥ 22ܥ …
⋮ ⋮ ⋮

     
1௡ܥ
2௡ܥ

⋮
௕1ܥ ௕2ܥ ௕௡ܥ     …

൪ ൦

1ܥ
2ܥ
⋮

௡ ܥ

൪    
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 bفرض شده است که مدار داراي  .ي مدار استها ها ولتاژ شاخه௜ܸن آکه در 
نشان دهنده ولتاژ  ها ௜ܿ .نها گره مبنا استگره باشد که یکی از آ  n+1شاخه و 

با  .باشند می - 1,1 ,0نیز داراي مقادیر  ها ௞௜ܿ .هر گره نسبت به گره مبناست
  :توان گفت میتوجه به این توضیحات 

       )2 -6  (ܿ௞௜ =

⎩
⎪
⎨

⎪
 اگر شاخه ݇ام از گره  ݅ خارج  شود              1⎧

اگر شاخه ݇ ام به گره ݅ وارد شود              1−
اگر شاخه ݇ ام با گره ݅ تلاقی نداشته باشد   0

�  

مقایسه ) 4- 2(در رابطه  Aرا با ماتریس تلاقی مختصر شده C اگر ماتریس 
௞௜ܿ شود که میمشاهده  ،کنیم = ܽ௜௞.  بنابراین ماتریسC  که عناصر

توان  می. است Aترانهاده ماتریس تلاقی مختصر شده  .هستند ها ௞௜ܿ نآ
  :نوشت

)2 -7(  V=Ce=்݁ܣ  

یا این رابطه آ .را بررسی کنید) 7- 2(رابطه ) 5- 2(براي مدار شکل:2- 2مثال 
  مطابقت دارد؟ KVLبا قانون 

  :بنابراین.شاخه است b=Iگره و  n=4مدار داراي )حل

  V=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1ݒ
2ݒ
٣ݒ
٤ݒ
⎦٥ݒ

⎥
⎥
⎥
⎤
                                              ݁ = ൥

݁1
݁2
݁٣

൩     

  :برابر است با Aماتریس تلاقی مختصر شده 
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  A= ቈ
1 1 1
0 −1 0

−1 0 0
     

0 0
−1 0
1 1

 ቉ 

  :برابر است با Cماتریس )6- 2(طبق رابطه   

  
ܥ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 −1
1 −1 0
١ ٠    ٠
٠ −١ ١
٠ ٠    ١⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ

گره ها
1       2        3

�

1
2
٣
٤
٥⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

شاخه ها
  

  :داریم) 7- 2(با استفاده از رابطه  .باشد می ்ܣ=Cتوان دید که  می

  V=்݁ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 −1
1 −1 0
٠  ٠  ١
٠ −١ ١
١  ٠  ٠⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

൥
݁1
݁2
݁٣

൩   

  :یا

1ݒ                                                            = ݁1 − ݁3   

2ݒ                                                           = ݁1 − ݁2  

3ݒ                                                                    = ݁1   

4ݒ                                                        = −݁2 + ݁3  

5ݒ                                                                    = ݁3   

  .مطابقت دارند  KVLروابط فوق کاملا با قانون
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  روش حل گره 4- 2
که از مقاوتهاو منابع مستقل خطی وتغییرناپذیر با زمان  ییها در مورد شبکه

ابتدا تنها فرض  .را بصورت زیر نوشت ها توان معادلات گره می ،اند ساخته شده
اند پس  کنیم که شبکه از عناصر خطی تغییرناپذیر با زمان تشکیل شده می

  :همانگونه که قبلا گفته شد داریم

)2 -8(  
AJ=0 

V=்݁ܣ          

  .ستها بردار جریان شاخه Jکه 

  :توان گفت می ،از شبکه را بصورت زیر نمایش دهیم kاگر شاخه 

  
  kمدل شاخه ). 6-2(شکل 

  

    )2 -9(     ௞ܸ = ܴ௞ܬ௞ + ௦ܸ௞ − ܴ௞ܬ௦௞  ,      ݇ = 1,2, … , ܾ  

௞ܬ    )10- 2(   = ௞ܩ ௞ܸ + ௦௞ܬ − ௞ܩ ௦ܸ௞  ,      ݇ = 1,2, … , ܾ  
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  :بطور ماتریسی

  )2 -11              (                                  J=GV+ ܬ௦ − ܩ ௦ܸ  

و  bشود و یک ماتریس از مرتبه  مینامیده  "ماتریس رسانایی شاخه" Gکه 
  .قطري است

  )2 -12 (                              G=൦

1ܩ 0 …
0 2ܩ …
⋮ ⋮ ⋮

       
0
⋮
0

0  0       … ௕ܩ 

൪  

௦ܸܬو௦ ي منبع و داراي بعد ها نیز بردارb هستند:  

௦ܬ              )  13- 2(   = ൦

௦1ܬ
௦2ܬ
⋮

௦௕ܬ

൪              ௦ܸ = ൦
௦ܸ1
௦ܸ2
⋮
௦ܸ௕

൪         

  :ضرب شود Aاز سمت چپ در ماتریس ) 11- 2(اگر رابطه 

)2 -14(  AJ=AGV+AJs-AGVs  

  ):8- 2(با توجه به رابطه 

)2 -15(  AGATe+AJs-AGVs=0  

  :یا

)2 -16(  AGATe=AGVs-AJs 
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ܩܣاست ولی  n*nیک ماتریس مربعی  ்ܣAGحاصلضرب  ௦ܸ  ܬܣو௦ 
) 18- 2(و ) 17- 2(روابط بصورت  ௦݅و ௡ݕاگر  .بعدي هستند nبردارهاي 

  :تعریف شوند

)2 -17(  yn=AGAT 

)2 -18(  ݅s=AGVs-AJs  

  :بصورت زیر خواهد شد) 16- 2(نگاه معادله آ

)2 -19(  Yne= ݅௦ 

  .نامند می "بردار منبع جریان گره"را  ௦݅و  "ماتریس ادمیتانس گره" را  ௡ݕ

ماتریس ادمیتانس گره و بردار منبع  .مدار زیر را در نظر بگیرید :3- 2مثال 
ولتاژ و  ،ي مدارها نها ولتاژ گرهبا استفاده از آ ،جریان گره را محاسبه کرده
  .وریدجریان هر شاخه را بدست آ

 
)3-2(مثال مدار ). 7-2(شکل   
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  :گراف مدار بصورت زیر است)حل 

  
 )3-2(گراف مثال ). 8-2(شکل 

  :برابر است با Aبا توجه به گراف فوق ماتریس 

A=ቈ
1 1 1
0 0 −1
0 0 0

     
0 0
1 0

−1 1
቉ 

௡ݕ                                                                     = ்ܣܩܣ =  

= ቈ
1 1 1
0 0 −1
0 0 0

     
0 0
1 0

−1 1
቉

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1
3 0 0 0 0
0 1

6
0 0 0

0
0
0

0
0
0

1
20
0

0
1
20

0
0
1
2⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎡
1 0 0
1 0 0
1
0
0

−1
1
0

0
−1
1 ⎦

⎥
⎥
⎤

   

௡ݕ = ൦
1 −1 2ൗ 0

−1 2ൗ 1 −1 2ൗ
0 −1 2ൗ 1

൪    

  :همچنین ماتریس جریان گره برابر است با
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                      ݅௦ = ܩܣ ௦ܸ − ௦ܬܣ = ܩܣ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
15
0
٠
٠
٠ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

− ܣ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
٥
٠
٠⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= ቈ
0
5
٠

቉   

  :بنابراین

௡݁ݕ                                              = ݅௦  

                                        ൦
1 −1 2ൗ 0

−1 2ൗ 1 −1 2ൗ
0 −1 2ൗ 1

൪ ൥
݁1
݁2
݁٣

൩ = ቈ
0
5
٠

቉  

                                         ൥
݁1
݁2
݁٣

൩ = ቎
3 2ൗ 1 1 2ൗ
1 2 1

1 2ൗ 1 3 2ൗ
቏ ቈ

0
5
٠

቉ = ቈ
5
10
٥

቉ 

  :وردن ولتاژ هر شاخهبراي بدست آ 

V=்݁ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎡
1 0 0
1 0 0
1
0
0

−1
1
0

0
−1
1 ⎦

⎥
⎥
⎤

ቈ
5
10
٥

቉ = ൦

5
5

−55
5

൪                              

  :جریان هر شاخه و براي یافتن

                                                               J=GV+ܬ௦ − ܩ ௦ܸ  

                                                  J=G

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

5
5

−٥
٥
٥ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
٥
٠
٠⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

− ܩ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
15
0
٠
٠
٠ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
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                            J=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

5 3⁄
5 6⁄

−٥
٢ൗ

٥
٢ൗ

٥
٢ൗ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
٥
٠
٠⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
5
0
٠
٠
0⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−10 3ൗ

5 6⁄
٥
٢ൗ

٥
٢ൗ

٥
٢ൗ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  گره بطور ذهنینوشتن معادلات  5- 2
دیده شد که براي حل مدار لازم است ماتریسها را یک به یک  )3- 2(در مثال

در مواردي که  با این وجود، .بات ماتریسی طولانی را انجام دادنوشته و محاس
توان ماتریس  می ،ها و منابع مستقل تشکیل شده باشد از مقاومتصرفا شبکه 

ي ها براي شبکه .را مختصر کردادمیتانس گره را بطور ذهنی نوشت وحل 
  :المانهاي ماتریس ادمیتانس گره بشرح زیر است ،بدون عناصر تزویج

باشد  میام iي متصل به گره ها ي تمام شاخهها مساوي مجموع رسانایی ௜௜ݕ- 1
  .نامند می "i سلف ادمیتانس گره"را ௜௜ݕ

را i یی است که گره ها ي تمام شاخهها مساوي منفی مجموع رسانایی ௜௞ݕ- 2
 "kوگره  iادمیتانس متقابل میان گره "را ௜௞ݕ  .کند میمتصل  kبه گره 

  .نامیم می

نگاه مجموع تمام آرا به منابع جریان تبدیل کنیم  ولتاژ اگر تمام منابع- 3
اگر جهت  .است ௦௞݅ام متصل هستند همان kجریانهاي منابعی که به گره 

علامت آن مثبت و  ،وارد کند kاي باشد که جریان را به گره  منبع جریان بگونه
  .شود مین منفی در معادلات منظور اگر خارج شود علامت آ
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 ،را نوشته ها با استفاده از روشی ذهنی ماتریس) ٣-٢(براي مدار مثال :4- 2مثال
  .را بدست اورید ها ولتاژ گره

منبع ولتاژ را به منبع جریان تبدیل  ،با استفاده از قوانین تبدیل منابع)حل
  :کنیم می

  
 مدار پس از تبدیل منابع). 9-2(شکل 

 

منابع  و تزویجی بین عناصر شبکه فوق وجود ندارد و مدار تنها از مقاومتها
بنابراین مطابق قواعد گفته شده بطور ذهنی ماتریس  .مستقل تشکیل شده است

  :شود مینوشته  ௡ݕ

௡ݕ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1
3 + 1

6 + 1
2

ି1
2 0

ି1
2

1
2 + 1

2
ି1
2

0 ି1
2

1
2 + 1

2⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 ି1

2 0
ି1
2 1 ି1

2
0 ି1

2 1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
      

                                         ݅௦ = ቈ
5 − 5

5
٠

቉ = ቈ
0
5
٠

቉      

௡݁ݕ                                                           = ݅௦   
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                   e=ݕ௡
ି1 ݅௦ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 ି1

2 0
ି1
2 1 ି1

2
0 ି1

2 1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

ି1

ቈ
0
5
٠

቉ = ቈ
5
10
٥

቉  

  .باشند می )3- 2(مده در مثالبرابر با جوابهاي بدست آآمده ولتاژهاي بدست 

  1روش حل مش 6- 2
اگر  .توان مدار را حل کرد مینیز  KVLبا استفاده از معادلات حاصل از قانون 

را براي هر مش  KVLتوان رابطه  می ،براي هر مش یک جریان مشخص شود
بی لولا  ،مسطحگراف  .نوشته و یک دستگاه معادلات مستقل از هم تشکیل داد

توان  می .گره است  ௧݊شاخه و bرا در نظر بگیرید که داراي  gومتصل بهم 
=b-݊௧برابر ها ثابت کرد که تعداد مش + اگر مش بیرونی  .باشد می 1

b-݊௧برابر ها تعداد مش ،وریمبه حساب آ گراف را نیز +  .خواهد شد  2
ي بیرونی گراف ها اخهمسیر بسته اي است که شامل ش ،منظور از مش بیرونی

  .کند میي دیگر را محصور ها است و تمام شاخه

براي هر مش درونی جهت جریان  .گیریم میبراي هر مش یک جهت مد نظر 
ي ساعت و براي مش بیرونی در خلاف جهت ها را همجهت با گردش عقربه

بی  ،دار جهت ،توان گراف مسطح میحال  .کنیم میي ساعت تعیین ها عقربه
 .بطور تحلیلی توصیف کرد ௔ܯرا به کمک ماتریس  gلولا و متصل بهم 

ن بصورت زیر آستون است که المانهاي  b سطر و +1یک ماتریس ௔ܯ 
  :باشند می

                                                                                                                                                                                                            

1 Mesh 

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   45 

  )2 -20 (     

݉௜௞ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ اگر شاخه ݇ در مش ݅ بوده و با هم همجهت باشند     1

اگر شاخه ݇ در مش ݅ بوده و با هم  غیر همجهت باشند     1−
اگر شاخه ݇ در مش ݅   نباشد                                         0

�  

   

b=4 ، ݊௧ ها تعداد شاخه ،)10- 2(براي گراف شکل  = و تعداد مشها با  3
  .باشد می +1=3 در نظر گرفتن مش بیرونی

  
 یک گراف مسطح و سه مش آن). 10-2(شکل 

  :بنابراین

௔ܯ = ቈ
1 1 0
0 −1 −1

−1 0 1
     

0
−1
1

቉
ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ

شاخه ها
1           2            3            4

�
1
2
٣

ቋ مشها
                           

در هر ستون  .دارد ௔ܣاین ماتریس یک خاصیت مشترك با ماتریس تلاقی 
  .بقیه صفر هستند ،- 1 یک و +1 به غیر از یک ،همه عناصر
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ي ها را براي مش KVLحال اگر مش بیرونی را در نظر نگیریم و تنها روابط 
ن ولتاژهاي آشود که متغیرهاي  میحاصل  KVLمعادله   ،داخلی بنویسیم

 :توان به شکل ماتریسی زیر نمایش داد میاین معادلات را  .هستند ها شاخه

)2 -21(  MV=0  

است که حاوي  *bیک ماتریس  Mي مدار و ها بردار ولتاژ شاخه Vکه 
 1-و 1+ ،0برابر Mتمامی المانهاي  .است KVLضرایب متغیرهاي معادلات 

  .یندآ میبدست )20- 2(میباشندو مطابق با رابطه 

است که سطر متناظر با مش بیرونی  ௔ܯدر واقع همان ماتریس  Mماتریس 
ماتریس "نرا داراي مرتبه کامل است و آ M ماتریسِ .ن حذف شده استآ

  .نامیم می "مش

 

درستی  را براي هر مش بنویسید و KVLروابط )10- 2(براي شکل :5- 2مثال 
  .را تحقیق کنید )21- 2( رابطه

  )حل

KVL1:  1ܸ + 2ܸ = 0                                                                   

KVL2: − 2ܸ − 3ܸ − 4ܸ = 0                                                        

  یا

ቂ1 1 0
0 −1 −1     

0
−1ቃ ൦

1ܸ
2ܸ
٣ܸ

٤ܸ

൪ = ቂ
0
0ቃ      
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 :برابر است با)2- 20(نیز بنا به رابطه  M از طرفی ماتریسِ

                                   M=ቂ1 1 0
0 −1 −1     

0
−1ቃ   

M  باشد میدقیقا برابر با ماتریس ضرایب.  
.........................................................................................................................................  

  
 .نیز نشان داد ها هاي مش جریان هر شاخه را بصورت ترکیب خطی جریان توان می

 .شوند ن شاخه میآیی که شامل ها است با مجموع جبري مش جریان هر شاخه برابر
جریان مش با علامت مثبت و اگر غیر  ،با شاخه همجهت باشد ها اگر جهت جریان مش

هر ستون ماتریس  .گیرد میهمجهت باشد با علامت منفی در رابطه حاصل جمع قرار 
M بجز  ،همه المانها برابر صفر هستند ،در هر ستون .متعلق به یک شاخه مدار است

اگر  .مش بطور مشترك قرار دارد زیرا هر شاخه حداکثر در دو .- 1 ویا یک +1یک 
بنابراین  .قرار دارد - 1و در غیر اینصورت  +1 شاخه با مش یکسو باشد مقدارجهت 

  :توان گفت می
 )2 -22   (                                   j=்݅ܯ                          

  .باشد میي مدار ها بردار جریان شاخه jها و همان بردار جریان مش iکه 
که )1- 2(به شکل  .استفاده کرده و مدار را حل کنیم KVLخواهیم از رابطه  میحال 

  .توجه کنید ،نشان دهنده مدل یک شاخه مدار است
 )2 -23(                             V୩ = R୩j୩ + Vୱ୩ − R୩iୱ୩  

 
  :ها همچنین براي ولتاژهاي همه شاخه

)2 -24    (                                       V=Rj+Vୱ − Riୱ  
 

نیز استفاده  )22- 2(ضرب کرده و از رابطه  Mرابطه را از سمت چپ دراگر طرفین 
  :شود

 )2 -25  (                                    MRM୘݅ = MR݅௦ − MVୱ  
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 :کنیم میتعریف 
 )2 -26 (                Z୫ = MRM୘      ,   ݁௦ = MR݅௦ − MVୱ  

 
  :شود میبصورت زیر خلاصه )25- 2(بنابراین رابطه 

 )2 -27   (                                                    Z୫݅ = ݁௦      
 

 )22-2(سپس از رابطه  .شود میحاصل  ها مقادیر جریانهاي مش )27- 2(از حل رابطه 
  .توان محاسبه کرد میرا  ها جریان شاخه

  
را براي  Mباشد که قبلا ماتریس  می )10-2(مدار زیر مربوط به گراف شکل  :6- 2مثال 

را بدست  ها نوشته و جریان شاخه معادلات را ،با استفاده از روش حل مش .ن نوشتیمآ
   .وریدآ

 

  )6-2(مدار مثال ). 11-2(شکل 

  )حل
Z୫ = MRM୘ =   

= ቂ1 1 0
0 −1 −1    

0
−1ቃ ቎

3
0
0
     

0 0 0
6 0 0
0 2 0

0 0     0 2
቏ ቎

1 0
1 −1
0 −1
0 −1

቏          

Z୫ = ቂ 9 −6
−6 12 ቃ  

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   49 

݁௦ = MR݅ୱ − MVୱ = MR ቎

0
0
6
8
቏ − M ቎

3
0
00
቏ = ቂ −3

−28ቃ  

݅ = Z୫
ି1eୱ = ቂ 9 −6

−6 10 ቃ
ି1

ቂ −3
−28ቃ = ൤

−11 3ൗ
−5 ൨   

 

j = M୘݅ = ቎
1 0
1 −1
0 −1
0 −1

቏ ൤
−11 3ൗ

−5 ൨ = ൦

−11 3ൗ
4 3ൗ
55

൪   

  نوشتن معادلات مش به روش ذهنی 7- 2
 ،روشی براي نوشتن معادلات بطور ذهنی وجود داشت ،همانگونه که براي حل گره

بنابراین  .توان در شرایط خاص معادلات رابطور ذهنی نوشت میبراي حل مش نیز 
ها و روابط نوشته شده و محاسبات تکراري و  همیشه لازم نیست از ابتدا همه ماتریس

متقارن  ௠ܼماتریس  ،در صورتیکه مدار شامل عناصر تزویج نباشد .طولانی انجام شوند
  :ن به شرح زیر قابل محاسبه اندآهاي  است و المان

یی است که ها برابر مجوع امپدانس تمام شاخه ௜௜ܼیعنی  ௠ܼعناصر قطري ماتریس - 1
  .قرار دارند ݅در مش 

برابر منفی مجموع امپدانس تمام  ، ௜௞ܼیعنی  ௠ܼ عناصر غیر قطري ماتریس- 2
 .مشترك هستند k و ݅ یی است که بین دو مشها شاخه

برابر جمع  ௦௜݁ .کنیم میتمام منابع جریان را باکمک قانون تونن به منابع ولتاژ تبدیل - 3
اگر جهت منبع ولتاژ به نحوي باشد که موجب  .ام است ݅جبري تمام منابع ولتاژ مش 

ن بکار آعلامت مثبت براي  ،ام باشد݅ برقراري جریانی موافق با جهت جریان مش
  .گیرد میرود در غیر اینصورت علامت منفی به منبع ولتاژ تعلق  می
  

 ها جریان شاخه ،به روش ذهنی معادلات مش را نوشته)6-2(براي مدار مثال  :7- 2مثال 
  .وریدرا بدست آ
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  :شود میمدار زیر حاصل  .کنیم میمنابع جریان را به منابع ولتاژ تبدیل )حل

 

 

 

  )٧- 2(مدار مربوط به مثال ). 12-2(شکل 

  

ܼ௠ = ቂ3 + 6 −6
−6 6 + 2 + 2ቃ = ቂ 9 −6

−6 10 ቃ     

eୱ = ቂ −3
−16 − 12ቃ = ቂ −3

−28ቃ   

݅ = Z୫
ି1eୱ = ቂ 9 −6

−6 12 ቃ
ି1

ቂ −3
−28ቃ = ൤

−11 3ൗ
−5 ൨ 

j=M୘݅ = ൦

−11 3ൗ
4 3ൗ
55

൪  

 
 .است )6- 2( مده مطابق با جوابهاي مثالت آجوابهاي بدس
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  1دوگان 8- 2
محل اتصال  .ندتعاریفی براي گره و مش ارائه گردید )1(ي الکتریکی ها در درس مدار

 اي است که آن مش نیز حلقه .نامند میدو یا بیشتر عنصر الکتریکی به یکدیگر را گره 
و  ها اي از شاخه همچنین گراف دسته .اي را محصور نکرده باشد حلقه هیچ شاخه

گراف "را یک  gگراف  .شود میاي ختم  ست که هر شاخه در انتها به گرهها گره
ن حه چنان رسم کرد که هیچ دو شاخه آنرا بروي یک صفآاگر بتوان  .نامند می"مسطح

  .قطع نکنند ،همدیگر را در نقطه اي که یک گره نباشد
یک  )13- 2(مثلا در شکل  .ي متفاوتی رسم کردها توان به صورت میمعمولا گراف را 

  :گراف به دو صورت متفاوت رسم شده است

  
  )الف(        )ب(      

 یک گراف با دو رسم متفاوت). 13-2(شکل 
 

اي را  زیرا هیچ شاخه ،یک مش است abcdحلقه  ،توجه شود) ب(اگر در شکل 
باشد زیرا  مییک مش ن abcdحلقه )الف(ولی در شکل  .استمحصور نکرده 

در داخل این حلقه  همگی e،f،g،hي ها شاخه .ي دیگري را محصور کرده استها شاخه
که بصورت دیگري رسم  gروابط را براي یک گراف  توانمیبدین ترتیب  .قرار دارند
گراف "این گراف را که با گراف اصلی نیز معادل است،  .بنویسیم ،شده است
متفاوت  یکسان اما با دو توپولوژيیک گراف  )13-2(شکل  .نامیم می" g 2توپولوژیکی

ي ها با توجه به خواص ویژه گراف کنیم که میرا معرفی  ها حال نوعی از شبکه .باشد می

                                                                                                                                                                                                            
1 Duality 

2 Topological graph 
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اصطلاحا گرافی را که از  .کردتوان شبکه را تجزیه و تحلیل  میبطور ساده تري  ،نهاآ
-2(اکنون به گرافهاي شکل  .نامیم می" گراف ناسوده" ،یک گره تنها تشکیل نشده باشد

نرا به دو ن آتوا میداراي این خاصیت است که  ها هر یک از این گراف ،توجه کنید )14
این  .تبدیل کرد که تنها دریک گره به همدیگر متصل هستند 1݃ و2݃زیر گراف ناسوده 

 .نامند می "1گرافهاي لولادار"گونه گرافها را 

 
)الف)                                                              (ب(  

 دو گراف لولادار). 14-2(شکل 
 

توان گفت که  میدر نتیجه  .نامیم می "گراف بی لولا"نرا آ ،اگر گرافی لولادار نباشد
ویژگی است که هر وقت به دو زیر گراف ناسوده متصل بهم گراف بی لولا داراي این 

  .این دو زیر گراف حداقل داراي دو گره مشترك هستند ،تفکیک شود
هیچ  1݃ و2݃عناصر زیر گرافهايبین اگر شبکه اي گراف لولادار داشته باشد و همچنین 

دو زیر تنها  ،توان بجاي تجزیه و تحلیل کل شبکه  می .تزویجی وجود نداشته باشد
 ،منظور از تزویج بین دو زیر گراف .را تجزیه و تحلیل کرد 1݃ به2݃شبکه مستقل 

هرگاه دو زیر  .نها باشدآیا وابستگی منابع وابسته  ها تواند اندوکتانس متقابل سلف می
هر لحظه از زمان مجموع در  KCLگراف تنها دریک گره بهم متصل باشند بنا به قانون 

یا بالعکس جاري  1݃ و 2݃ بنابراین جریانی از .برابر صفر استن گره جریانهاي آ
ن وجود یک گره مشترك بین دو زیر گراف هیچ علاوه بر آ .و برابر صفر است شود مین

 1݃ و2݃توان  میبنابراین  .کند میاعمال ن KVLو روابط  ها محدویتی بر روي ولتاژ شاخه
  .کرد تحلیل را مستقل از هم و به تنهایی تجزیه و

 .توان مفاهیم دوگانی را مطرح کرد میاکنون با توجه به مفاهیم توضیح داده شده در بالا 
 .را در نظر بگیرید ،متصل بهم و بی لولا باشد ،که مسطح gیک گراف توپولوژیکی 

                                                                                                                                                                                                            

1 Hinged graphs 
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௧݊داراي  gفرض کنید که  = ݊ + شاخه و بدون احتساب مش بیرونی  bگره و   1
گراف  "گراف دوگان"را  gොگراف توپولوژیکی مسطح  .مش باشد  =b-nداراي 

  :نامیم اگر می g توپولوژیک
  .یک تناظر یک به یک موجود باشد gොي ها و گرهgي ها میان مش- 1
 .یک تناظر یک به یک موجود باشد gي ها و گره gොي ها میان مش- 2
مش ي دو گراف یک تناظر یک به یک موجود باشد بطوریکه هرگاه دو ها میان شاخه- 3

 ،ي متناظر این دو مش درگراف دوگانها گره ،یک گراف داراي شاخه مشترکی باشند
  .کند مینها را به هم متصل آشاخه متناظري خواهند داشت که 

اي متقارن و دوطرفه میان  گانی رابطهتوان گفت که دو می با توجه به تعریف فوق
است و  gدوگان   gොبطوریکه  .بی لولا و متصل بهم است ،گرافهاي توپولوژیکی مسطح

  .بالعکس
براي ساختن  .فرض کنیدرا  gبی لولا و متصل بهم  ،حال گراف توپولوژیکی مسطح

  :کنیم میبه ترتیب زیر عمل   gො ،نگراف دوگان آ
متناظر  gොیک گره از  ،وردن مش بیرونیآبا به حساب  gي ها براي هر یک از مش- 1

این گره باید  .کنیم میرا ایجاد   1ොگره  ، gاز گراف  1بنابراین متناظر با مش  .سازیم می
  .دهیم میانجام  gاین عمل را براي همه مشهاي گراف  .قرار گیرد 1داخل مش 

رسم  gොاز  kیک شاخه  .مشترك است jوiکه بین مشهاي  gازگراف  kبراي هر شاخه - 2
ı̂ ଔ̂ ي ها کنیم که بین گره می   .قرار دارد و 
  

 ،نشان داده شده است )15-2(در شکل gبی لولا و متصل بهم  ،گراف مسطح :8- 2مثال
  .وریدن را بدست آآدوگان 

  
 )8-2(گراف مثال ). 15-2(شکل 
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  :گیریم میمتناظر با هر مش یک گره در نظر )حل

 

 
 

 )الف(

  
 )ب(

 gොمراحل رسم گراف دوگان ). 16-2(شکل 
 

از  .بسیار مشابه روش گفته شده در بالاست g دار جهتروش یافتن دوگان یک گراف 
کنیم که  میچنین قرار داد  .هستند دار جهتن هر دو ي گراف و دوگان آها آنجا که شاخه

از در نظر گرفتن جهت قراردادي شاخه متناظر در  gොدوگان  gجهت هر شاخه از گراف 
. ي ساعت بدست آیدها رجه در جهت عقربهد 90به اندازه  و با دوران آن gگراف 

  .وردبدست آ gො توان جهت هر شاخه را درگراف دوگان میترتیب  این به
......................................................................................................................................... 

  .وریدنرا بدست آدوگان آ .شود میدیده  )13- 2(در شکل g دار جهتگراف :9- 2مثال
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  )9-2(مثال  g دار جهتگراف ). 17-2(شکل 

 .گیریم میدر نظر gොگره براي گراف دوگان  4بنابراین  .مش است 4داراي  gگراف )حل

           
 )ب)                                                    (الف(

 دوگانمراحل رسم گراف ). 18-2(شکل 

.........................................................................................................................................  
ي متصل شده به گره ها باید حتما توجه داشت که شاخه gොدر هنگام رسم گراف دوگان 

یک گراف توپولوژیکی داده  .باشند gොگراف متناظر با مش بیرونی در  gمبنا در گراف 
را مشخص  gاما اگر گره مبناي گراف  .ي متعددي داردها شده درحالت کلی دوگان

گراف دوگان یکتایی حاصل  ،باشد gොکنیم و این گره حتما متناظر بامش بیرونی گراف
هرگره و گره  ،دوگان یکدیگر باشند به ازاي هر شاخه  g ෝو gاگر دو گراف  .خواهد شد

بطور  gො یک مش ومش بیرونی در گراف دوگان،به ترتیب یک شاخه gمبنا در گراف 
توان بصورت یک  میاهمیت در کاربرد دوگانی را بطور خلاصه  .متناظر وجود دارد

  :قضیه بیان کرد
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یک بیان از رفتار  sاگر .را در نظر بگیرید N෡ن آو شبکه دوگان  Nشبکه مسطح  :قضیه
 )1- 2(که در جدول  نبا دوگان آ ، sنگاه با تعویض هر کلمه یا عبارت باشد آ Nشبکه 

 ෡ܰک بیان درست از شبکه دوگان یsො  .وردرا بدست آ sොتوان بیان  می .ورده شده استآ
مقادیر و خواص الکتریکی  ،ي دوگان براي المانهاها واژه) 1- 2(در جدول  .خواهد بود

  .ورده شده اندگراف آات مربوط به خواص نظریه اي و عبار
 

  بیان دوگان  بیان  نوع واژگان

  واژگان نظریه گراف

  گره
  ست کات

  گره مبنا 
  شاخه درخت

  اساسی ست کات
  ي سريها شاخه

  ماتریس تلاقی مختصر شده
  اساسی ست کاتماتریس 

  مش
  حلقه

  مش بیرونی
  لینک

  حلقه اساسی
  موازيي ها شاخه

  ماتریس مش
  ماتریس حلقه اساسی

عبارات الکتریکی واژگان و 
  گراف

 ولتاژهاي گره نسبت به مبنا
  ولتاژهاي شاخه درختها

KCL 

  جریانهاي مش
  جریانهاي لینک

KVL 

  واژگان مقادیر الکتریکی

  ولتاژ
  بار

  سلف
  مقاومت الکتریکی

  اندوکتانس
  منبع جریان

  مدار اتصال کوتاه
  ادمیتانس

  ماتریس ادمیتانس گره

  جریان 
  شار

  خازن
  رسانایی
  ظرفیت

  منبع ولتاژ
  مدار باز
  امپدانس

  ماتریس امپدانس مش
  نهاآعبارات و مقادیر الکتریکی و دوگان  ،واژگان). 1-2(جدول 
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دو گراف که دوگان  .باشد میکاربرد قضیه دوگان نیز در حل و تجزیه وتحلیل مدارها 

توان  میبنابراین با حل یکی  .یکدیگر هستند داراي متغیرها و روابط متناظر هستند
شارها یا سایر مقادیر متغیرهاي متناظر در مدار دوگان را  ،بارها ،جریانها ،مقادیر ولتاژها
  .نیز معین کرد
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  مسائل فصل دوم
  
را زمین کرده و ماتریس تلاقی  5گره . را در نظر بگیرید) 1- 2م(گراف شکل - 1

یک  ،سپس با استفاده از ماتریس تلاقی مختصر شده. مختصر شده را بدست آورید
  .مستقل از هم بنویسید KVL و KCLدسته معادلات 

 

 
 1مدار مسئله ). 1-2م(شکل 

 
  .ماتریس تلاقی مختصر شده زیر را در نظر گرفته گراف آنرا رسم کنید - 2

A=

⎣
⎢
⎢
⎡

−1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

−1 1 −1
0 0 1
0 0 0

0 0 0
−1 −1 0

0 1 1 ⎦
⎥
⎥
⎤
                  

  
مدار معادل تونن و نورتن دیده شده از دو ) 3- 2م(شکل  هايبا تبدیل منابع در مدار - 3

  .را بدست آورید Bو Aسر 
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 )الف(
 

 
 )ب(

 3مدار مسئله ). 3-2م(شکل 
 
گونه اي تغییر دهید که  را به) 4- 2م(با استفاده از قوانین تبدیل منابع مدار شکل  - 4

  .تمام منابع ولتاژ بطور سري با عناصر و منابع جریان با عناصر بطور موازي قرار گیرند
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 4مدار مسئله ). 4-2م(شکل 
 
را زمین کرده و ماتریس تلاقی مختصر شده  7گره شماره ) 5- 2م(در گراف شکل  - 5
A سپس معادلات . را بنویسیدKVL  را بصورتV=A୘e  آوریدبدست.  
 

 
  5مدار مسئله ). 5-2م(شکل 

 
و مستقل خطی از ) 6- 2م(نشان دهید که معادلات زیر همگی معادلات حلقه گراف  - 6

  .هم هستند
1ܸ + V3 + V5 + V6 = 0   
1ܸ + V2 − V3 + V4 = 0   
2ܸ − V4 + V5 − V6 = 0   
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 6مدار مسئله . )6-2م(شکل
 
  .را در نظر بگیرید) 7- 2م(مدار شکل  - 7

تبدیل کرده و ماتریس تلاقی مختصر شده را  دار جهتآنرا بصورت یک گراف - الف
  .بدست آورید

ي متصل شده به یک ها یی را مشخص کنید که تنها شامل شاخهها ست کاتکلیه - ب
  .باشند میگره ساده ن

  .معادلات گره را با روش منظم بنویسید- ج

  
  

  7مدار مسئله ). 7-2م(شکل 
  

را بدست  ௑ܸبطور ذهنی بنویسید و ولتاژ ) 8- 2م(معادلات گره را براي شکل - 8
  .آورید
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 8مدار مسئله ). 8-2م(شکل 
 
  .را بدست آورید iرا نوشته و جریان ) 9- 2م(معادلات گره در مدار شکل  - 9
 

  
 

 9مدار مسئله ). 9-2م(شکل 
 

  .را بیابید iرا حل کنید و جریان ) 10- 2م(مدار شکل - 10
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 10مدار مسئله ). 10-2م(شکل 

 
را بدست  iمعادلات گره را بطور ذهنی نوشته و جریان ) 11- 2م(در مدار شکل  - 11

 .آورید

  
 11مدار مسئله ). 11-2م(شکل 
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را در نظر گرفته معادلات مش را بطور ذهنی بنویسید و ) 12- 2م(مدار شکل  - 12
  .را بدست آورید 1݅و2݅ي ها مقدار جریان

 

 
 

 12مدار مسئله ). 12-2م(شکل 
 

را در نظر گرفته و با نوشتن معادلات حل مش بطور ذهنی ) 13- 2م(مدار شکل  - 13
   .را بدست آورید Bو Aمقاومت معادل تونن دیده شده از دو سر 

 
 13مدار مسئله ). 13-2م(شکل 

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   65 

  .بنویسید) 14- 2م(دیفرانسیل گره را براي مدار شکل - معادلات انتگرال- 14

 
 14مدار مسئله ). 14-2م(شکل 

 
  .دیفرانسیل مش را بنویسید- معادلات انتگرال) 14- 2م(براي شکل  - 15
  

. را بدست آوریم) 16- 2م(دیفرانسیل مدار شکل - خواهیم معادلات انتگرال می - 16
تر است؟ آنرا  با مش براي نوشتن معادلات مناسب ي حل گرهها کدام یک از روش

  .سیدبنوی

 
  

 16مدار مسئله ). 16-2م(شکل 

را چنان رسم کنید که مش بیرونی ) 17- 2م(دوگان گراف نشان داده شده در شکل- 17
  .از گراف زیر باشد 1گراف دو گان متناظر با گره 
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 17مدار مسئله ). 17-2م(شکل 
 

  :را بعنوان گره مبنا انتخاب کرده 6گره ) 18- 2م(در گراف شکل - 18
  .را بنویسید Aماتریس تلاقی گره با شاخه ) الف(
  .این گراف را بنویسید Mماتریس مش ) ب(
  .باشد 6دوگان این گراف را رسم کنید بطوریکه مش بیرونی آن متناظر با گره ) ج(
M෡ي تلاقی ها ماتریس ،براي گراف دوگان) د( چه  ها این ماتریس. را بنویسید A෡ و 

  دارند؟ Mو Aي ها ارتباطی با ماتریس

  
  18مدار مسئله ). 18-2م(شکل 
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  سومفصل                      

  ست کاتتجزیه و تحلیل حلقه و 

  اهداف 
 :نشجو قادر خواهد بوددر پایان فصل، دا

  .حلقه اساسی را توضیح دهد ،اساسی ست کات ،بند ،درخت. 1

   .ماتریس حلقه اساسی را نوشته و روش حلقه را بیان کند. 2

 .را توضیح دهد ست کاتاساسی و روش  ست کاتماتریس . 3

  .حل حلقه بطور ذهنی را بنویسد ،ماتریس حلقه اساسی را نوشته. 4

را بطور ذهنی انجام  ست کاتحل  ،را نوشته ست کاتماتریس ادمیتانس . 5
  .دهد
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  مقدمه
یر ي تجزیه و تحلیل گره و مش براي مدارهاي خطی تغیها در فصل دوم روش

ي کلی تري براي حل ها فصل روشدر این . ناپذیر با زمان توضیح داده شد
و حلقه  ست کاتکه تجزیه و تحلیل  ،مدارهاي الکتریکی ارائه خواهد شد

این روشها قابلیت انعطاف بیشتري نسبت به روشهاي تجزیه .دنشو مینامیده 
ي نوشتن و همچنین داراي مفاهیمی هستند که برا وتحلیل گره و مش دارند

  .معادلات حالت نیز لازم و قابل استفاده است

  تعریف و قضایا 1- 3
قبل از اینکه  .در فصلهاي قبل مفاهیمی همچون گراف و شبکه تعریف شدند

 .نیاز به بعضی تعاریف است ،مطرح شوند ست کاتتجزیه و تحلیل حلقه و 
را یک  T .ن استیک زیر گراف آ Tرا در نظر بگیرید که  gگراف متصل بهم 

اول  .اگر سه خاصیت را دارا باشد ،نامیم می gاز گراف متصل بهم " 1درخت"
داراي هیچ حلقه اي نباشد و  Tدوم  .یک زیر گراف متصل بهم باشد Tاینکه 

  .باشد gي گراف ها شامل تمامی گره Tسوم اینکه 

از مشخص شده  Tرا در نظر بگیرید که درخت  gگراف متصل بهم 
 gي گراف ها گویند و بقیه شاخه می" ي درختها شاخه"را  Tي ها شاخه.باشد

ان تو می gمعمولا براي هر گراف .نامند می" 2بند"نیستند را  Tکه در درخت 

                                                                                                                                                                                                            
1 Tree 

2 Link 
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هر چه گراف پیچیده تر و بزرگ تر  ي متعددي در نظر گرفت وها درخت
  .ن نیز بیشتر خواهد بودي آها تعداد درخت ،باشد

شاخه و یک  b  ،گره ௧݊را در نظر بگیرید که داراي  gیک گراف متصل بهم 
یک مسیر منحصر  gتوان ثابت کرد که بین هر دو گره از  می .است Tدرخت 

௧݊درخت داراي این همچنین  .بفرد بر روي درخت وجود دارد − شاخه و  1
b-݊௧ + بین این دو  .را در نظر بگیرید Tحال دو گره از درخت  .بند است 1

توان یافت که با افزودن یک بند  میگره یک مسیر منحصربفرد بر روي درخت 
مرتبط با این بند " اساسی حلقه"این حلقه را .دهند میتشکیل یک حلقه  Tاز 

توان یک حلقه تشکیل داد که  می Tبنابراین به ازاي هر بند از درخت  .گویند
از این نکته بعدا براي  .دارندقرار  Tبجز یکی بر روي درخت  ها همه شاخه

را براي هرگره مدار  KCLقبلا رابطه  .حل مسائل مدار استفاده خواهیم کرد
نوشتیم و مفهومش اینست که جمع تمام جریانهاي هر گره همیشه برابر  می

براي دو قسمت مدار که توسط یک صفحه کاملا جدا  این مفهوم .صفر است
   .نیز صحیح است ،شده اند

میگذرد و مدار رابه دو قسمت  ها جدا کننده که از بعضی شاخهاین صفحه 
واضح است که براي هر مدار  .نامند می ست کات ،کند میکاملا مجزا تقسیم 

توان با استفاده  میاز طرفی همیشه .ي متفاوتی تعریف کردها ست کاتتوان  می
بفردي منحصر  ست کاتهمراه با بعضی از بندها  Tاز هر شاخه درخت 

از  .نامند میمرتبط با این شاخه درخت  "اساسی ست کات"نرا آتعریف کرد که 
  .این مفهوم بعدا در حل مسائل مدار استفاده خواهد شد
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  ارتباط جریان حلقه و جریان شاخه 2- 3
حلقه مسیر بسته اي است که از یک گره بیش از چنانچه در فصل قبل دیدیم، 

که این را نوشت  KVL توان قانون می براي هر حلقه  .کند مییک بار عبور ن
توان با تکیه بر تعریف حلقه و مفاهیمی که  می .شود مییک معادله امر منجر به 

  .قبلا ارائه شد یک روش الگوریتمی جدید براي حل مدار پیشنهاد کرد

 .در نظر بگیرید ،شاخه است bگره و ௧݊که شامل  gیک گراف متصل بهم 
این درخت داراي  ،همانگونه که گفته شد.دلخواه انتخاب کنید یک درخت به
n=݊௧ − و   تا 1بندهاي درخت را از  .باشد میبند   =b-nشاخه و 1
براي هر بند یک  .شماره گذاري کنید bتا  +1ي درخت را از ها سپس شاخه

ن منطبق بر جهت بند آتوان تعریف کرد که جهت قرار دادي  میحلقه اساسی 
بند وجود   نجا کهاز آ .را براي هر حلقه بنویسید KVLحال معادلات  .است
معادله جبري خطی با   توان تعریف کرد و بنابراین میحلقه اساسی   ،دارد
b  براي فهم  .این معادلات کاملا از هم مستقل هستند.یندآ میمجهول بدست

௧݊شاخه و  b=7 ،بند =3بهتر گراف زیر را که داراي  = گره است در  5
  :نظر بگیرید

  
  gهاي اساسی گراف  حلقه.  1-3شکل 
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  :براي سه حلقه اساسی بصورت زیر است KVLمعادلات 

KVL1:         1ܸ + 4ܸ + 5ܸ = 0       

KVL2:         2ܸ − 5ܸ + 6ܸ = 0  

KVL3:  3ܸ + 5ܸ − 6ܸ − 7ܸ = 0  

  :با مرتب کردن این معادلات به شکل ماتریسی داریم

݈ حلقه = 3{ ቈ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௟ୀ3 بند

�
1 1 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 −1

቉
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

௡ୀ4 شاخه

  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1ܸ

2ܸ
3ܸ
4ܸ
5ܸ
6ܸ
7ܸ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

ቈ
0
0
0
቉                                   

 
  :نشان دهیم V را باها اگر تمامی ولتاژهاي شاخه

V=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
V1
V٢
V٣
V٤
V٥
V٦
V7⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                         

نمایش  Bبا  ،میباشد 3*7ماتریس یک ) 1- 3(و ماتریس ضرایب را که براي شکل 
  :دهیم خواهیم داشت

           )3 -1  (                                                            BV=0      
B  مینامند و ماتریسی " ماتریس حلقه اساسی"راbl  ܾعناصر این ماتریس .باشد میij 
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  :هستند و

)3 -2            (ܾ୧୨ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ اگر شاخه ݆ در حلقه ݅ قرار داشته و همجهت باشند     1

اگر شاخه ݆ در حلقه ݅ قرار داشته و همجهت نباشند     1−
اگر شاخه ݆ در حلقه ݅ نباشد                                    0

�   

 
در هنگام نوشتن  ،باشند میي اساسی همجهت با بندها ها نجا که جهت حلقهآاز 

باشد و همچنین میدانیم در هر  می+ 1ضرایب همه ولتاژهاي بندها برابر  KVLمعادلات 
حلقه اساسی تنها یک بند وجود دارد و ضرایب ولتاژهاي سایر بندها در معادلات برابر 

نرا توان آ میباشد که  ک ماتریس واحد میحاوي ی Bبنابراین ماتریس  .صفر است
  :ش دادبصورت زیر نمای

ܤ                                                  )3- 3(          = ௟ܫ] ⋮   [ܨ
 

  .باشد می *nنیز یک ماتریس  Fو  یک ماتریس یکه از مرتبه  Iιن آکه در 
را بصورت یک رابطه  ها ها و جریان حلقه خواهیم ارتباط بین جریان شاخه میحال 

توان جریان هر شاخه مدار را بصورت یک ترکیب  میدانیم که  می .وریمآریاضی بدست 
 ،gگراف  يها همچنین براي شماره گذاري شاخه .نوشت ها هاي حلقه خطی از جریان

به  bتا  +1ي ها یابد وسپس شماره میبه بندها اختصاص  تا 1ي ها ابتدا شماره
 ،سازد نجا که هر بند یک حلقه اساسی را میآ از .دنشو میي درخت داده ها شاخه

ه ب .ن استبا جریان حلقه اساسی متناظر با آ توان گفت که جریان هر بند برابر می
  :عبارت دیگر

           )3 -4         (              ݆k = ݅k      , k = 1,2, … , ݈  
௟݅ي اساسی است که شامل ها جریان حلقه ௞݅منظور از  , … , ݅2, جهت  .شوند می  1݅

  .نها همسو با جهت جریان بند متناظر همان حلقه اساسی استآ
  

  .را براي بندها تحقیق کنید) 4- 3(رابطه ) 1- 3(با توجه به شکل :1- 3تمرین 
  

خطی از  برابر یک ترکیب ،هستند Tکه شاخه درخت  g هایی از گراف جریان شاخه
ممکن است درچند حلقه اساسی بطور  Tي درخت ها شاخه .ستها جریانهاي حلقه
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خطی از چند ترکیبی  ، Tبنابراین جریان هر شاخه درخت  .مشترك استفاده شوند
  :توان بصورت زیر نشان داد میاین ترکیب خطی را .جریان حلقه است

    )3 -5(               ݆௞ = ∑   ܽ௞௠݅௠
ఐ
௠ୀ1       ݇ = ݈ + 1, ݈ + 2, … , ܾ 

 
دانیم که جریان هر شاخه  میاز قبل .هستند 0 و - 1 , +1ضرایب ثابت و برابر  ௞௠ܽکه 

ي غیر همجهت ها ي همجهت منهاي جریان حلقهها برابر با مجموع جریان حلقه ،مدار
  :توان گفت میبنابراین .است

  

   )3 -6 (   ܽ௞௠ =

⎩
⎪
⎨

⎪
اگر شاخه ݇ در حلقه ݉ بوده و همجهت با حلقه باشد             1⎧

اگر شاخه ݇ در حلقه ݉ بوده و غیر همجهت با حلقه باشد    1−
اگر شاخه ݇ در حلقه ݉ نباشد                                            0

� 

  
ي اساسی را ها توان ارتباط بین جریان هر شاخه گراف و جریان حلقه میخلاصه بطور 

  :بصورت ماتریسی زیرنشان داد

    )3 -7         (                                ݆ = ்݅ܤ = ൥
ఐܫ
…
்ܨ

൩ ݅            

ي ها برحسب جریان حلقه ها جریان شاخه ،رجوع گردد)1- 3(اگر به گراف شکل 
  :اساسی بصورت زیر است

1݆ = ݅1   
2݆ = ݅2  
3݆ = ݅3  
4݆ = ݅1  
5݆ = ݅1 − ݅2 + ݅3  
6݆ = ݅2 − ݅3  
7݆ = −݅3  

 
  :یا به شکل ماتریسی
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1ܸ

٢ܸ

٣ܸ

٤ܸ

٥ܸ

٦ܸ

7ܸ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 00
1
1
0
0

0
0

−1
1
0

1
0
1

−1
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

൥
݅1
݅٢
݅3

൩   

بدست  قبلاً) 1- 3(است که براي شکل Bترانهاده ماتریس  که ماتریس ضرایب دقیقاً
  .مدآ

  روش حلقه 3- 3
در نظر بگیرید که عنصر مستطیل شکل ) 2- 3(را بصورت شکل  g  از گراف kشاخه 

  :باشد می ୩ܴمقاومت 

 
 kمدلی براي شاخه ). 2-3(شکل 

  
  :را بصورت زیر نمایش داد V୩توان ولتاژ شاخه  می

   )3 -8  (                                      ௞ܸ = ௦ܸ௞ + ܴ௞݆௞ − ܴ௞݆௦௞    
,Rୠن به ترتیب آیک ماتریس قطري باشد که المانهاي قطر اصلی  Rاگر  … , R2, ܴ1 

  :را بصورت ماتریسی نوشت ها توان رابطه ولتاژ همه شاخه مینگاه آ ،باشند
   )3 -9    (                                            V=Rj+Vୱ − R ୱ݆              

  
JୱوVୱ  اگر طرفین رابطه را از  .نیزبه ترتیب بردارهاي منبع ولتاژ و منبع جریان هستند
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  :نیز استفاده شود) 7- 3(و)1- 3(ضرب کرده و از رابطه  Bسمت چپ در
  )3 -10 (                                             BV=BRB୘݅ + BVୱ − BR ୱ݆    

)3-11(                                                           BR B୘݅ = −BVୱ + BR ୱ݆ 
 

  :را بصورت زیر تعریف کنیم eୱو݈ܼ اگر 
  )3 -12    (                            Zι = BRBT              ݁ݏ = −BVs + BR݆ݏ  

  :شود میبصورت زیر خلاصه ) 11- 3(نگاه رابطه آ
)3 -13    (                                                                     Zங݅ = ݁௦          

 
݁ୱ ، "و " بردار منبع ولتاژ حلقهZఐ ،"از مرتبه  "ماتریس امپدانس حلقه نامیده 
  .شوند می
  

) 3- 3(این گراف متعلق به مدار شکل .را در نظر بگیرید) 1- 3(گراف شکل : 1- 3مثال 
را بدست  ها و رابطه جریان حلقه دمعادلات حلقه را بصورت ماتریسی بنویسی .باشد می

  .وریدآ

  
  

  )3-3(مدار مثال ). 3-3(شکل 
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  :یدآ میبدست ) 12- 3(بنا به رابطه  )حل
  

݁௦ = ܤ− ௦ܸ + ܴܤ ௦݆ = ܤ−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
٠
٠
٠
௦ܸ٦
٠ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+ ܤ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܴ1
0
0

0 0 0
ܴ1 0 0
0 ܴ1 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0

0 0 ܴ1
0 0 0
0 0 0

0 0 0
ܴ1 0 0
0 ܴ1 0

0 0 0 0 0 0 ܴ1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
݅௦1
٠

݅௦٣
٠
٠
٠
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 

݁௦ = ൥
ܴ1݅௦1
− ௦ܸ٦

௦ܸ6 + ܴ3݅3
൩ = ቈ

1
−١٥
17

቉  

  :همچنین

Z௟ = ்ܤܴܤ = ቈ
8 −3 3

−3 10 −4
3 −4 8

቉   

  :ستها انجامد که جریان حلقه میبه معادله زیر )13- 3(و رابطه 

൥
݅1
݅٢
݅3

൩ = ቈ
8 −3 3

−3 10 −4
3 −4 8

቉
ି1

ቈ
1

−١٥
17

቉ = ቈ
−1
−١
2

቉   

  
  :برابر است با) 7- 3(به کمک رابطه  ها و جریان شاخه ها رابطه بین جریان حلقه

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1݆
٢݆

٣݆

٤݆

٥݆
٦݆
7݆ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= ்݅ܤ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 00
1
1
0
0

0
0

−1
1
0

1
0
1

−1
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ቈ
−1
−1
٢

቉ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−1
−1
٢

−١
٢

−٣
−٢⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

  نوشتن معادلات حلقه بطور ذهنی 4- 3
نکه بتوان روابط جریان و ولتاژها را براحتی نوشت و درگیر جزئیات تمامی آبراي 

در این روش فرض بر این است که  .کردتوان از روش ذهنی استفاده  میفرمولها نشویم 
یعنی منابع وابسته و یا تزویج بین .هیچ تزویجی بین عناصر مدار وجود نداشته باشد
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  :در اینصورت.در مدار موجود نباشد ها سلف
 .باشد ام میiي حلقه ها برابر مجموع امپدانس ، Z௜௜یعنی  ، Z௟عناصر قطري ماتریس - 1

ام را  iیی است که حلقه ها حاصل جمع امپدانس تمام شاخهبه عبارت دیگر برابر با 
  .دهد تشکیل می

برابر مجموع امپدانس  ،است Z௟که یک عنصر غیر قطري ماتریس  Z௜௞عنصر- 2
 ،همجهت باشند k و iي ها اگر حلقه.ام است kام و حلقه  iي مشترك بین حلقه ها شاخه

این مجموع با علامت  ،غیر همجهت باشند ها این مجموع با علامت مثبت و اگر حلقه
  .گیرد میمنفی در ماتریس قرار 

باید ابتدا تمامی منابع جریان را با استفاده از  ௦݁ ،براي یافتن بردار منبع ولتاژ حلقه- 3
اگر منبع ولتاژ به گونه اي باشد که جریان را در .تبدیل تونن به منابع ولتاژ تبدیل کرد

ن با علامت مثبت و اگر مقدار ولتاژ آ ،ام به مدار بفرستد iجهت قرار دادي حلقه 
  .گیرد میدرخلاف جهت بفرستد با علامت منفی در بردار منبع ولتاژ حلقه قرار 

  
را  ها معادلات ماتریس جریان حلقه ،را در نظر گرفته)3- 3(مدار شکل  :2- 3مثال

  .را بیابید ها بصورت ذهنی بنویسید و حلقه
 .مدار به شکل زیر خواهد بود ،منابع جریان را به منابع ولتاژ تبدیل کنیماگر تمام  )حل

  

  
  مدار پس از تبدیل منابع). 4-3(شکل 
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  :بنابراین

ܼங = ൥
1 + 4 + 3 −3 3

−3 3 + 6 + 1 −3 − 1
3 −3 − 1 3 + 2 + 2 + 1

൩ = ቈ
8 −3 3

−3 10 −4
3 −4 8

቉   

eୱ = ቈ
1

−15
١٥+ ٢

቉   

i=ቈ
8 −3 3

−3 10 −4
3 −4 8

቉
ି1

ቈ
1

−15
١٧

቉ = ቈ
−1
−1
٢

቉ 

  

  ست کاتروش  5- 3
روش دیگري براي حل مدارهاي الکتریکی است که بسیار  ست کاتتجزیه و تحلیل 

این روش دوگان روش حلقه .میباشد KCLبراساس قانون و مشابه روش تحلیل گره 
را به  Tدرخت .باشد بند lشاخه و bیک گراف بهم پیوسته و داراي  gفرض کنید .است

کنیم که  مییب عمل به این ترت ها براي شماره گذاري شاخه.ن مشخص کنیدآدلخواه در 
ي ها را به شاخه bتا  +1سپس اعداد  ،شماره گذاري کرده تا  1بند را از  ابتدا 

منحصر  ست کاتهر شاخه درخت بهمراه چند بند تشکیل یک .نسبت میدهیم Tدرخت 
 ها ست کاتبراي شماره گذاري .شود مینامیده  "اساسی شاخه ست کات"بفرد میدهد که

را )گراف +1یعنی شاخه (اساسی مربوط به اولین شاخه درخت  ست کاتتوان  می
 bتا  +2شاخه ( ي بعدي درختها ي اساسی شاخهها ست کاتنامید و  1 ست کات

  .نامید...  ،2،3 ست کاترا به ترتیب ) گراف
ست  هت قراردادي هرکاتج.شود مییک جهت تعریف  ست کاتعلاوه براین براي هر 

ست اساسی براي  چهار کات )5- 3(درشکل .متناظر استهمجهت با شاخه درخت 
  .شود میدیده  gگراف 
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  ست اساسی با سه بند، چهار شاخه درخت و چهار کات gگراف ). 5-3(شکل 
  

) 5- 3(براي مدار شکل .نوشت KCLتوان یک معادله  می ،ست کاتهمیشه براي هر 
  :بصورت زیر است ست کاتمعادلات 

KCL1:      − 1݆ + 4݆ = 0   
KCL2:         2݆ − 3݆ + 5݆ = 0 
KCL3:      − 2݆ + 3݆ + 6݆ = 0 
KCL4:         3݆ + 7݆ = 0 

  :بصورت ماتریسی

቎
−1 0 0 1 0 0 0
0 1 −1 0 1 0 0   0
0

−1
0

1
1

0
0

0
0

1
0

0
1

቏

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1݆

2݆
3݆
4݆
5݆
٦݆
٧݆⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= ቎

0
0
٠
٠

቏  

  
جبري  معادلات ،اساسی ست کاتبه هر  KCLتوان اثبات کرد که با اعمال قانون  می

jୠها  نها جریانهاي شاخهآي ها یند که مجهولآ میهمگن مستقل از هم بدست  , … , 2݆ , 1݆ 
  .هستند

݊با ابعاد  Qرا مرتب کنید یک ماتریس  KCLاگر معادلات  × ید که در آ میبدست  ܾ
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  :رود میرابطه زیر بکار 
           )3 -14                             (                                       QJ=0 
  
  :௜௞ݍ ،المانهاي ماتریسو 

௜௞ݍ)      15- 3( =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ اگر شاخه ݇ در کات ست ݅ قرار داشته و همجهت با کات ست باشد   1

اگر شاخه ݇ در کات ست ݅ قرار داشته و همجهت با کات ست نباشد   1−
اگر شاخه ݇ متعلق به کات ست ݅ نباشد                                           0

�   

 
 ،همانگونه که گفته شد.نامند می "اساسی ست کاتماتریس "را  Qماتریس 

  .باشند میدرخت  b,…,+2,+1ي ها به ترتیب مربوط به شاخه...  ،1،2ي ها ست کات
 ست کاتاساسی تنها شامل یک شاخه درخت است و هر  ست کاتاز طرفی هر

 ها ست کاتکه براي  KCLبنابراین هرمعادله .است همجهت با شاخه متناظر از درخت
ن هم را آباشد که ضریب  تنها داراي یک متغیر جریان شاخه درخت می ،شود مینوشته 

ن بصورت زیر توا میرا  Qپس ماتریس  .و بقیه متغیرها جریانهاي بندها هستند است
  .ن ماتریس واحد استجدا کرد که یک قسمت آ

                     )3 -16  (                                   Q=[E ⋮ I୬]                 
I୬   ݊ماتریس واحد × ݊یک ماتریس  Eاست و  ݊ × هر درخت بنا به  .باشد می ݈

توان بصورت ترکیب  میي گراف است و ولتاژ هر بند را نیز ها تعریف شامل همه گره
,e୬ي درخت را با ها خطی از ولتاژهاي شاخه … , ݁2 , ولتاژ هر شاخه  ،مشخص کنیم 1݁

  .نوشت ها e୧توان بصورت ترکیب خطی از  میگراف را 
ي درخت را بصورت زیر ها و معادلات ولتاژ شاخه Qتوان  می) 5- 3(براي گراف شکل 

  :نوشت
KVL1:       1ܸ = −V4 − V5 = −e1−e2  
KVL2:       V2 = V5 − V6 = e2 − e3 
KVL3:       V3 = −V5 + V6 + V7 = −e2 + e3 + e4   
KVL4:       V4 = e1  
KVL5:       V5 = e2                                   
KVL6:       V6 = e3  
KVL7:       V7 = e4  
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یا به عبارت دیگر                                                                                     

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1ܸ
V2
V3
V4
V5
V٦
V٧⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−1 −1 0 0
0 1 −1 0   
0
10
0
0

−1
0
1
0
0

1
00
1
0

1
00
0
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

൦

݁1
݁2
݁3
݁4

൪    

  :یدآ میبدست  Qماتریس ) 15- 3(بر طبق رابطه 

Q = ቎
−1 0 0 1 0 0 0
−1 1 −1 0 1 0 0   0
0

−1
0

1
1

0
0

0
0

1
0

0
1

቏  

  :خواهیم دید ،نوشته شده دقت کنیم KVLو رابط  Qاگر در ماتریس 
               )3 -17      (                                                     V=Q୘e  

  .نرا اثبات کردتوان آ میالت کلی نیز صحیح است و این رابطه در ح
ژها و ولتا ،مدارها را حل کرده  ست کاتخواهیم با استفاده از روابط و مفاهیم  میاکنون 

  :توان نوشت می) 2- 3(با توجه به شکل .وریمرا بدست آ ها جریانهاي شاخه
  )3 -18   (                                    ݆୩ = G୩V୩ + jୱ୩ − G୩Vୱ୩         

  :یا به شکل ماتریسی
   )3 -19   (                                                         j=GV+jୱ − GVୱ 

ن آاست و هر المان قطر  bماتریسی قطري با بعد ،"ها ماتریس رسانایی شاخه" ،Gکه 
 و )14- 3(از معادلات .نیز بردارهاي منابع هستند ௦ܸو Js .رسانایی شاخه متناظر است

  :شود میحاصل  )19- 3( و )17- 3(
   )3 -20    (                                                 QGQ୘e = QGVୱ − Q ୱ݆ 

و௦݅اگر ماتریسهاي  ௤ܻ را بصورت زیر تعریف کنیم:  
qݕ                               )    21- 3(    = QGQT             ݅ݏ = QGVs − Q݆s 

  :شود میبصورت زیر تبدیل ) 20- 3(رابطه 
   )3 -22     (                                                                   y୯݁ = ݅௦ 
بردار منبع جریان " را ௦݅ و بردار" ست کاتماتریس ادمیتانس "را  ௤ܻماتریس 

یعنی ولتاژ  eابتدا ماتریس  ،ست کاتبطور خلاصه در روش  .نامند می" ست کات
ي گراف ها ولتاژ همه شاخه)17- 3(سپس از رابطه  .شوند هاي درخت محاسبه می شاخه
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  .قابل محاسبه است ها نیز جریان شاخه )19- 3(از رابطه  .گردد میحاصل 

  بطور ذهنی ست کاتنوشتن معادلات  6- 3
نگاه ماتریس رسانایی شاخه آکه گراف داراي عناصر تزویج شده نباشد   درصورتی

براي چنین گرافی .متقارن خواهد بود ௤ܻ ست کاتقطري و همچنین ماتریس ادمیتانس 
  :بشرح زیر است ௤ܻعناصر ماتریس 

ي ها برابر مجموع ادمیتانس همه شاخه ، ௜ܻ௜یعنی  ، ௤ܻعنصر قطر اصلی ماتریس- 1
  .ام است i ست کاتموجود در 

ي مشترك ها برابر با مجموع ادمیتانس شاخه ، ௜ܻ௞یعنی  ، ௤ܻعناصر غیر قطري - 2
مثبت و در  ௜ܻ௞علامت  ،همجهت باشند ست کاتاگر این دو .ام است kام و  i ست کات

  .غیر اینصورت علامتش منفی خواهد شد
برابر جمع جبري  ௦௞݅.تبدیل کنید تمام منابع ولتاژ را طبق قانون تونن به منابع جریان- 3

اگر منبع جریانی غیر همجهت با .ام میباشد k ست کاتتمام منابع جریان موجود در
باشد با علامت مثبت و اگر همجهت باشد با علامت منفی در معادله قرار  ست کات
  .گیرد

  
  .بنویسید معادلات ولتاژ هر شاخه را بطور ذهنی.مدار زیر را در نظر بگیرید: 3- 3مثال 

  
  

  )3-3(مدار مربوط به مثال ). 6-3(شکل 
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  :کنیم میرا مشخص  ها ست کاتمنبع ولتاژ را به منبع جریان تبدیل و  )حل

  

  
  بعد از تبدیل منابع) 3-3(مدار مثال ). 7-3(شکل 

  

Y୯ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 + 1

4 1 0
1 1 + 1

3 + 1
6 + 1

2
ି1
6 − 1

2
0  ି1

6 − 1
2 1 + 1

6 − 1
2

       

0ି
1

2
1
2

0               ି1
2              1

2              1
2 + 1

2⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

    

  

Y୯ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

5
4 1 0
1 2 ି2

3
0 ି2

3
5
3

    

0ି
1

2
1
2

   0    ି1
2

1
2      1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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݅௦ = ቎

1
1 + 1
١٥ − ١

−١

቏ = ቎

1
2
١٤
−١

቏   

൦

e1
e2
e٣
e٤

൪ = Y௤
ି1݅௦ = ቎

−4
6
١٢
−٤

቏  

  :ي گراف برابر است باها ولتاژ همه شاخه
  

V=ܳ୘e =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−1 −1 0 0
0 1 −1 0   
0
10
0
0

−1
0
1
0
0

1
00
1
0

1
00
0
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

቎

−4
6
١٢
−٤

቏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−2
−6
٢

−٤
٦
١٢
−٤⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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  فصل سوم مسائل
ي اساسی را براي ها اساسی و حلقه ها ست کات) 1- 3م(در گراف شکل  - 1

 .است مشخص کنید 9,7,6,5,1ي ها درختی که شامل شاخه

  
  )1(مدار مسئله ). 1-3م(شکل 

  

ي ها درختی را در نظر بگیرید که شامل شاخه) 2- 3م (در گراف شکل  - 2
  .است 7,6,4

 .ي اساسی را مشخص کنیدها حلقهي اساسی و ها ست کات - الف

بصورت ماتریسی  ها جریان شاخه درختها را بر حسب جریان لینک - ب
 .نمایش دهید

ماتریسی نمایش  را برحسب ولتاژ شاخه درختها بصورت ها ولتاژ لینک - ج
 .دهید
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  2مدار مسئله ). 2-3م(شکل 

  

همان ي اساسی آن ها درختی را مشخص کنید که حلقه) 3- 3م (در شکل - 3
  ز این درختها وجود دارد؟چند تا ا. باشد ها مش

  
  )3-3(مدار مسئله ). 3-3م(شکل 

ماتریس حلقه اساسی براي یک شبکه متصل بهم و یک درخت مشخص  - 4
  :بصورت زیر است
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B= 

⎣
⎢
⎢
⎡
−1 1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 1 0 0 0 0 1 1
1 0 0
1 0 0
0 0 0

1 1 0
1 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 1
1 1 1 ⎦

⎥
⎥
⎤

 

 

اساسی متناظر را  ست کاتماتریس  ،براي همان درخت و بدون محاسبه - الف
 .بنویسید

 .شبکه را رسم کنید دار جهتگراف  - ب

  

 Gاز گراف  C ست کاتنشان دهید هر  ،را در نظر بگیرید Tیک درخت  - 5
  .شود میرا شامل  Gاز گراف  Tیک شاخه از هر درخت 

  

ماتریس تلاقی . شاخه است 8گره و  5گرافی را در نظر بگیرید که داراي  - 6
  :بصورت زیر است مختصر شده آن نیز

A=

⎣
⎢
⎢
⎡

1 0 0 0 0 0 1 0
−1 1 0 1 1 0 0 0
0 −1 1
0 0 −1
0 0 0

−1 0 −1
0 0 0
0 1 1

0 0
0 1

1 −1⎦
⎥
⎥
⎤

 

یک درخت را } 3,4,5,7{هاي  هبدون رسم گراف نشان دهید که شاخ - الف
 دهند میتشکیل 

 .را بنویسید Qاساسی  ست کاتبدون رسم گراف ماتریس  - ب

 .را بنویسید Bي اساسی ها بدون رسم گراف ماتریس حلقه - ج
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 .گراف نتایج قسمتهاي قبلی را چک کنیدبا رسم  - د

  

ثابت کنید اگر ماتریس تلاقی را براي هر گرافی که به شکل یک درخت  - 7
آید که همیشه دترمینان آن  میبنویسیم ماتریس ناویژه مربعی بدست  ،است
  .است ±1برابر 

  

هاي درخت را به  هشاخ. از آن را در نظر بگیرید Tو یک درخت  gگراف  - 8
حال اگر ماتریس تلاقی مختصر . را شماره گذاري کنید ها سپس لینک ،ترتیب

ي ها مربوط به شاخه Aستون اول ماتریس  n ،بنویسید gشده را براي گراف 
توان بصورت  میرا  Aبنابراین . درخت و بقیه متناظر با لینک هستند

A=[ܣ௧ ⋮  n*nیک ماتریس  ௧ܣثابت کنید که ماتریس . نوشت [ఐܣ
|௧ܣ|ناویژه است یعنی  ≠   ).است nبرابر  Aبعبارت دیگر رتبه ماتریس ( 0

  

گرافی را بطوري  Bي اساسی ها و ماتریس حلقه Aاگر ماتریس تلاقی  - 9
  :به هم مرتب گردند آنگاهبنویسیم که ستونها به ترتیب مشا

்ܣBثابت کنید  - الف = 0 ,  A்ܤ = 0 

را  Bي اساسی ها یس حلقهنحوه نمایش ماتر) 8(با توجه به مسئله  - ب
 .توضیح دهید ، Aحسب ماتریس تلاقی  بر
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ي ها شامل شاخه Tدرخت . را در نظر بگیرید) 10- 3م(گراف شکل  - 10
  .است} 2,6,7,8,11,15,16,18{

ي درخت را در نظر گرفته ها ي اساسی متناظر با شاخهها ست کاتتمام  - الف
 .را بنویسید Qماتریس 

 .را بنویسید Bي اساسی ها ماتریس حلقه - ب

ܧ]=Qرا بصورت  Qماتریس  - ج ⋮ را بصورت  Bو ماتریس  [௡ܫ
B=[ܫ ⋮ B்ܳنوشته و نشان دهید  [ܨ =  .است 0

  
  10مدار مسئله ). 10-3م(شکل 

  

ي درخت با خطوط پر ها شاخه. را در نظر بگیرید) 11- 3م(مدار شکل  - 11
بطور ذهنی بدست ي اساسی را ها رنگ نمایش داده شده اند معادلات حلقه

معادلات را بصورت ماتریس بنویسید بطوریکه متغیرهاي آن جریانهاي . آورید
  ).باشد مینیازي به حل معادلات ن.(ي اساسی باشندها حلقه
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  11 مدار مسئله). 11-3م(شکل 

  .را در نظر بگیرید) 12- 3م(گراف شکل - 12

تعداد کل آنها را . تمام درختهاي ممکن را مشخص کرده و نام ببرید - الف
 .بدست آورید

را بدست  ்ܣAرا بنویسید و دترمینان  Aماتریس تلاقی شاخه با گره  - ب
 هست؟ det) (்ܣAآیا تعداد درختهاي گراف برابر با . آورید

را  det) (்ܤBنوشته و} 1,2,3{ماتریس حلقه اساسی را براي درخت  - ج
 ي گراف برابر است؟آیا مقدار آن با تعداد درختها. محاسبه کنید

  
  )12- 3(مدار مسئله ). 12-3م(شکل 
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تابع  (ݐ)௦ݒتابع پله و  (ݐ)௦݅اگر . را در نظر بگیرید) 13- 3م(مدار شکل  - 13
  .معادلات حلقه را نوشته و جریان سلف را بدست آورید ،دنشیب باش

  
  13مدار مسئله ). 13-3م(شکل 
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  فصل چهارم              

  حالت معادلات 

  اهداف 
 :در پایان فصل، دانشجو قادر خواهد بود

 .حالت را تعریف کرده، ویژگیهاي آن را توضیح دهد. 1

  .براي هر مدار معادلات حالت را بنویسد. 2

معادلات حالت در مدارهاي غیرخطی و تغییرناپذیر با زمان را بفرم . 3
 .بنویسد یماتریس

 .لحظه بدست آورد با کمک حالات مدار، خروجی را در هر. 4
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  مقدمه .1- 4
ي ها دهند اگر حالت میآن نشان  1در بعضی موارد رفتار یک مدار را با معادلات حالت

 :نمایش دهیم tو زمان را با  wرا با بردار  ها ، وروديXمدار را با 
 

)4-1(  
  

را با حالت،  شود، رابطه بین مشتق حالت میرابطه فوق که معادلات حالت نامیده 
حالات مدار مشخص کنندة وضعیت مدار هستند و . دنکن میو زمان مشخص  ها ورودي

با استفاده . توان در هر لحظه خروجی مدار را نیز تعیین کرد میبه کمک آنها و ورودي 
ساده تر کرده،  ي غیر خطی و یا تغییرپذیر با زمان راها توان شبکه میاز معادلات حالت 

در این فصل معادلات حالت را براي مدارهاي خطی . و تحلیل نمود براحتی بررسی
تغییرناپذیر با زمان، مدارهاي خطی تغییرپذیر با زمان ومدارهاي غیرخطی تغییرناپذیر با 

  .زمان بررسی خواهیم کرد

  معادلات حالت مدارهاي خطی تغییرناپذیر با زمان.4-2 
 معمولاً در. رابطه دیفرانسیلی استرابطه بین جریان و ولتاژ در سلف و خازن یک 

 مدارهایی که داراي خازن یا سلف هستند، ولتاژ خازن و جریان سلف بعنوان حالت
شوند  می بطور کلی آن دسته از متغیرها، حالت مدار نامیده. شوند میمدار در نظر گرفته 

ي مدار ها حالت ، 1ݐاول اینکه اگر در هر زمان دلخواه . که دو شرط را برآورده کنند
معلوم شود، نیز   1ݐ ي بعد ازها مشخص باشند و همچنین سیگنال ورودي براي زمان

t0آنگاه بتوان براي هر زمان  > t1 شرط دوم این است که با . حالت مدار را تعیین کرد
بتوان مقادیر همۀ متغیرهاي مدار را در  tي مدار در هر لحظه ها داشتن حالت و ورودي

   .کردتعیین  tهمان زمان 
توجه کنید . را تعیین کردها آننیز مقادیر  متغیرهاتوان با مشتق  میالبته در بعضی موارد 

ي مدار هستند و دو ها حالت  ها و ولتاژهاي خازن ها ي سلفها که در حالت کلی جریان
  . کنند میشرط فوق را همواره برآورده 

                                                                                                                                                                                                            

1 State equations 
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مشخص باشند، با داشتن سیگنال   ݐدرهر لحظه  ها ها و جریان سلف اگر ولتاژ خازن
را بدست  ها ولتاژ همۀ شاخه را نوشت و جریان و  ܮܥܭو  ܮܸܭتوان روابط  میورودي 

و  t1در لحظه  ها و جریان سلف ها همچنین با داشتن مقادیر ولتاژ خازن .)2شرط(آورد
و   ܮܸܭتوان روابط  میو بعد از آن،  t1ي ها معلوم بودن سیگنال ورودي براي زمان

را نوشته و با توجه به روابط دیفرانسیلی جریان و ولتاژ خازن و سلف، روابطی   ܮܥܭ
t0در لحظات  ها و جریان سلف ها براي ولتاژ خازن > t1 1شرط(بدست آورد(.   

بعنوان مثال در مبحث مدارهاي مرتبۀ اول و مرتبه دوم، با داشتن شرایط اولیه خازن و 
در  ها و ولتاژ خازن ها ودي، روابطی براي جریان سلفسلف و همچنین سیگنال ور

  .آمد میلحظات بعد از تغییر وضعیت کلید بدست 
  

فرض کنید همه عناصر خطی و  .را در نظر بگیرید) 1- 4(مدار شکل .1-4مثال
ولتاژ خازن و جریان سلف را متغیرهاي حالت بگیرید و . تغییرناپذیر با زمان هستند

  .بنویسید) 1- 4(رابطه  معادلات حالت را مشابه
  

  
  

  )1- 4(مدار مثال .1- 4شکل
    :)حل

KCL: 1݅1 + ݅2 + ݅3 = 0  
݅2 = ܥ ௗ௏಴

ௗ௧
             

           ݅3 = ݅௅  
KVL: - ௌܸ + ܴ1݅1 + ஼ܸ = 0  

݅1 = ௏ೄି௏಴
ோ1
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  :شود میاز روابط فوق نتیجه 
                                           ݅1 − ݅3 =  ௏ೄି௏಴

ோ1
− ݅௅ = C ௗ௏಴

ௗ௧
  

)1                                                  (௜ಽ
஼
 + ௏ೄ

ோ1஼
 = - ௏಴

ோ1஼
 -   ௗ௏಴

ௗ௧
  

  :در حلقه سمت راست داریم KVLهمچنین با نوشتن رابطه 
- ஼ܸ +  ܴ2݅௅ + ௗ௜ಽ ܮ 

ௗ௧
 = 0  

)2 (      ௗ௜ಽ
ௗ௧

=  − ோ2
௅

 ݅௅ + ௏಴
௅

                                        
  :توان معادلات حالت را بصورت زیر نوشت می) 2( و) 1(با استفاده از روابط 

   ቎
ௗ௏಴
ௗ௧
ௗ௜ಽ
ௗ௧

቏  = ቎
ି1

ோ1஼
ି1
஼

1
௅

ିோ2
௅

቏ ൤ ஼ܸ
݅௅

൨ + ൤
1

ோ1஼0
൨ ௌܸ  

......................................................................................................................................... 
  

معادلات حالت براي یک مدار ساده که شامل یک سلف و یک خازن ) 1- 4(در مثال 
یم که با استفاده از آن بتوان خواهیم روش کلی را بیان کن میحال  .است، نوشته شد

  .بطور الگوریتمی معادلات حالت را براي هرمداري نوشت
درختی  .را بعنوان متغیرهاي حالت انتخاب کنید ها و جریان سلف ها تمامی ولتاژ خازن

بعبارت دیگر . باشد و هیچ سلفی را در  بر نگیرد ها انتخاب کنید که شامل تمامی خازن
حال براي هرخازن که در یک شاخه درخت است . فقط در بندها قرار بگیرند ها سلف
یک  هر سلف نیز در. را براي آن بنویسید KCLدر نظر گرفته و رابطه  ،ست کاتیک 

براي هر . دهد میي درخت تشکیل یک حلقه ها شاخه بند قرار دارد و در کنار بعضی از
نوشتن تمامی معادلات فوق، آنها را بعد از  .سلف معادله حلقه اساسی را بنویسید

یا مشتقات آنها و  ها ، جریان سلفها طوري مرتب کنید که متغیرها همگی ولتاژ خازن
  .همچنین منابع ورودي باشند

  
باشد و هیچ سلفی  ها درختی که شامل تمامی خازن )2- 4(براي مدار شکل .2-4مثال 

مربوطه معادلات حالت  KVLو  KCLرا شامل نگردد، انتخاب کنید و با نوشتن روابط 
  .را بصورت ماتریس بدست آورید
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  )2-4( مدار مربوط به مثال .)2- 4(شکل

  
این درخت شامل .بصورت پررنگ تر نشان داده شده است Tدر مدار درخت ) حل

اساسی و یک معادله  ست کاتدو معادله .باشد می 3ܴو مقاومت  2ܥو  1ܥي ها خازن
  :حلقه اساسی بصورت زیر هستند

ௌܫ -     :     + 1ܥ 
ௗ௏1
ௗ௧

+ ௏1
ோ1

+ ௏1ି௏2
ோ2

 =   1 ست کات0
:    ௏2ି௏1

ோ2
+ 2ܥ

ௗ௏2
ௗ௧

+ ݅௅  =   2 ست کات      0
      - 2ܸ + ܴ3݅௅ + ௗ௜ಽ ܮ

ௗ௧
=   حلقه اساسی  :       0

  :شود میبا مرتب کردن روابط فوق حاصل 
    ௗ௏1

ௗ௧
=  ቀ ି1

ோ1஼1
− 1

ோ2஼1
ቁ 1ܸ + ௏2

ோ2஼1
+                               ௌܫ

  
      ௗ௏2

ௗ௧
=  ௏1

ோ2஼2
− ௏2

ோ2஼2
− ௜ಽ

஼2
                                                

  
             ௗ௜ಽ

ௗ௧
 = ௏2

௅
−  ோ3

௅
 ݅௅                                                 

  :و یا به فرم ماتریسی
  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ௗ௏1
ௗ௧

ௗ௏2
ௗ௧

ௗ௜ಽ
ௗ௧ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡− ோ1ାோ2

ோ1ோ2஼1

1
ோ2஼1

0
1

ோ2஼2

ି1
ோ2஼2

ି1
஼2

0 ି1
஼2

ିோ3
௅ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 1ܸ

2ܸ

݅௅ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+ ൦

1

0
0

൪ ܫௌ   

.........................................................................................................................................  
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ند، ولی شد میغیر حالت در نظر گرفته بعنوان مت ها وجریان سلف ها تاکنون ولتاژ خازن
را نیز بعنوان متغیر حالت  ها و بارهاي خازن ها توان بجاي آنها  شارهاي سلف می

توان هر کدام را در نظر گرفت  میبراي مدارهاي خطی تغییرناپذیر با زمان . استفاده کرد
اما براي مدارهاي تغییرپذیر با زمان انتخاب شار . شود میو تفاوتی در حل مسئله ایجاد ن

زیرا نیاز . ددگر میبعنوان متغیر حالت باعث ساده تر شدن مسئله  ها و بار خازن ها سلف
  .خلاصه ترو ساده تر خواهند شد ها باشد و ماتریس میبه مشتق گیري ن

ي خطی تغییرناپذیر با زمان وجود دارد اینست ها نکته دیگري که در مورد حالت شبکه
 :توان معادلات حالت را بصورت زیر نمایش داد میکه 

 
(ݐ)̇ܺ  )2- 4( = (ݐ)ܺ ܣ +    (ݐ)ݓ ܾ 

 
همچنین خروجی این مدارها را نیز . باشد می ها بردار ورودي w(t) بردار حالت و Xکه 
 :توان به کمک رابطه زیر محاسبه کرد می
 

)4 -3(  y(ݐ) = (ݐ)்ܺܥ  +   ݓ0݀
  

ܥ، ها بردار ورودي wبردار حالت،  Xخروجی مدار،  yکه  نیز ماتریس و بردار  0݀،  ்
  .باشند که عناصر آنها اعدادي اسکالر هستند میضرایب 

  
 مدار مرتبه اول زیر را در نظر بگیرید ورودي مدار یک منبع ولتاژ با تابع پله.3-4مثال

 براي وقتی که متغیر حالت جریان سلف و هنگامیکه شار سلف است،. باشد می
  .بنویسیدمعادلات حالت را 

                   
  )3-4( مدار مثال .)3-4( شکل
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  :نویسیم میمتغیر حالت را جریان سلف فرض کرده و معادله حالت را ) حل

                         KVL: - ௌܸ +  ܴ݅௅ + ܮ  ௗ௜ಽ
ௗ௧

= 0            
ௗ௜ಽ
ௗ௧

 =  ିோ
௅

݅௅ + ௏ೄ
௅

             
  :اگر متغیر حالت شار سلف باشد، معادله حالت بصورت زیر است

                                     KVL: - ௌܸ + ܴ ఝ
௅

+ ௗఝ
ௗ௧

 = 0  
ௗఝ
ௗ௧

=  − ோ
௅

߮ + ௌܸ            
.........................................................................................................................................  

  
اگر . تغییرناپذیر با زمان با حالات اولیه صفر را در نظر بگیریدحال مداري خطی و 

نمایش داده ) 3- 4( و) 2- 4(معادلات حالت و خروجی مدار به ترتیب با معادلات 
 )2- 4(اگر از طرفین رابطه  .توان حالات خروجی مدار را محاسبه کرد میشوند، 

 : خواهیم داشت ،لاپلاس گرفته شود
  

)4 -4(  S X = A X + bw  
  یا           

ܫܵ)  )5- 4( − ܺ(ܣ =    ݓܾ
فرض کنید ماتریس . است Aماتریس یکه است و بعدش دقیقاً برابر بعد ماتریس  Iکه 

(SI – A) در این صورت ،معکوس پذیر باشند: 
 

)4 -6(  bw (ܵܫ −   = X 1ି(ܣ
  .آیند میي مدار از این رابطه بدست ها و حالت

  
معادلات حالت . شرایط اولیه صفر در نظر بگیرید مدار مرتبه دوم زیر را با .4- 4مثال 

 را ها را محاسبه کرده، خروجی مدار با حل معادلات، تمامی حالت .را براي آن بنویسید
  .بدست آورید ،که جریان مقاومت است
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  )5-4(مدار مثال  .)4-4( شکل
  )حل

cௗ௏
ௗ௧

+ ݅௅ + (݅ோ − (ௌܫ =   ست کاتمعادله :                                          0
  

                                                ௗ௏
ௗ௧

= ି௏
ோ஼

− ௜ಽ
஼

+ ூ
஼
              

  
            : -V+Lௗ௜ಽ

ௗ௧
=   معادله حلقه اساسی                                         0

  
                                                                   ௗ௜ಽ

ௗ௧
 = ௏

௅
  

  :بنابراین 

                                     ቎
ௗ௏
ௗ௧
ௗ௜ಽ
ௗ௧

቏ = ൥
ି1
ோ஼

ି1
஼

ି1
௅

0
൩ ൥

ܸ

݅௅

൩ + ൥
1
஼

0
൩     ௌܫ

  
  :پس

                                            b = ቂ9
0ቃ   ,    A = ൥

ି9
2 −9
1
2 0

൩  

  )6- 4(و طبق رابطه

                            ൤ܸ
௅ܫ

൨ = ൥
ܵ + 9

2 −9
1
2 ܵ

൩

ି1

ቈ
9

0
቉             ௌܫ
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൤ܸ
௅ܫ

൨ = 1
ௌ2ା9

2ௌା9
2
 ቈ

ܵ 9
− 1

2 ܵ + 9
2
቉ ቂ9

0ቃ 10
ௌ

  

 

൤ܸ
௅ܫ

൨ = 1
ܵ2+9

2ܵ+9
2

ቈ
90

ି45
ௌ

቉   

  
  :داریم R همچنین براي محاسبه خروجی مدار یعنی جریان مقاومت

                                ݅ோ = ௏
ோ

                                
                                    ݅ோ =  ቂ1

ோ
0ቃ                 

C =൤
1
ோ0൨  ,  ݀0=0    

                                                                                                   
  .را محاسبه کرد Vتوان ولتاژ  میاز معادله حالت 

     
              V = 90

 ௌ2ା4.5ௌା4.5 =  90
(ௌା1.5)(ௌା3) = 60

ௌା1.5 + ି60
ௌା3               

  
حال با استفاده از لاپلاس . کسرهاي فوق از روش تجزیه به کسرهاي جزئی حاصل شد

  :معکوس خواهیم داشت
                                                      ஼ܸ(ݐ) = 60݁ି3

2௧ − 60݁ି3௧  
                                  ݅ோ(ݐ) = ௏

2 = 30݁ି3
2௧ − 30݁ି3௧                 

توان مدارهاي مرتبه دوم را حل کرد و تمامی  میپس با کمک معادلات حالت نیز 
  .متغیرهاي مدار را بدست آورد

  معادلات حالت مدارهاي غیرخطی و تغییرپذیربا زمان.3- 4
تاکنون تنها معادلات حالت را براي مدارهاي خطی و تغییرناپذیر با زمان بررسی کرده 

به عبارت . نامند میاگر عنصري داراي مشخصه غیر خطی باشد آن را غیرخطی .ایم
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شار عناصر مدار تابعی  - بار یا جریان - جریان  یا ولتاژ –دیگر نحوه تغییرات ولتاژ
ان نیز داراي این خاصیت هستند که با گذشت عناصر تغییرپذیر با زم.خطی نیست

مقادیر مقاومت، خازن یا سلف متفاوت و  یعنی اینکه. کند میصه آنها تغییر زمان،مشخ
ي عناصر غیرخطی تغییرپذیر با زمان را ها بطور کلی مشخصه. باشند میتابعی از زمان 

  :دهند میبصورت زیر نمایش 
                                                         q (t) =C(t)ݒ஼   (ݐ)

 
(ݐ)߮  )7- 4( =    (ݐ)௅݅(ݐ)ܮ

 
(ݐ)ோݒ                                                        =   (ݐ)ோ݅(ݐ)ܴ

  :و همچنین 
                                       ݅஼(ݐ) = ௗ௤(௧)

ௗ(௧)
= ௗ

ௗ௧
 ((ݐ)௖ݒ(ݐ)ܥ)

  

)4 -8(              = C(t) ௗ௩(௧)
ௗ௧

+ (ݐ)ݒ ௗ஼(௧)
ௗ௧

  
 
توجه داشته باشید که اگر خازن نامتغیر با زمان باشد، رابطه فوق به شکل زیر ساده 

  :خواهد شد
)4 -9(  ݅஼(ݐ) = ܥ ௗ௩(௧)

ௗ௧
   

 
  :توان نوشت میمشابه همین روند را براي سلف نیز 

                             v(t)= ௗఝ(௧)
ௗ௧

=  ௗ
ௗ௧

  ((ݐ)௅݅(ݐ)ܮ)
      )4 -10(                         = L(t) ௗ௜ಽ(௧)

ௗ௧
+ ݅௅(ݐ) ௗ௅(௧)

ௗ௧
            

براي نوشتن معادلات حالت در مدارهاي غیرخطی یا تغییرپذیر با زمان مشابه قبل، 
همه  .باشد وهیچ سلفی را در برنگیرد ها کنیم که شامل همه خازن میدرختی انتخاب 

اساسی را براي هر خازن و  ست کاتسپس معادلات .گیرند میدر بندها قرار  ها سلف
معادلات حلقه اساسی را براي هر سلف نوشته، و سپس بامرتب کردن این معادلات آنها 

براي مدارهاي غیرخطی یا تغییرپذیر با زمان بهتر است .نویسیم میرا به فرم ماتریس 
  .استفاده شود ௅߮و ஼ݍیرحالت از بعنوان متغ ௅݅و  vcبجاي استفاده از 
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. نظر بگیریدمدار زیر را که شامل عناصر خطی تغییرپذیر با زمان است در .5-4مثال

معادلات حالت و خروجی را به فرم ماتریس  .باشد 1ܴمقاومت  اگر خروجی مدار ولتاژ
  .بنویسید

  
  )6-4(مدار مربوط به مثال  .)5-4( شکل

  )حل
                                    :  ௗ௤

ௗ௧
+ ݅1 + ݅2 =   اساسی ست کاتمعادله      0

                               ௗ௤(௧)
ௗ௧

= − ఝ1(௧)
௅1(௧) − ఝ2(௧)

௅2(௧)  
  

          :   − ௖ܸ(ݐ) + ௗఝ1(௧)
ௗ௧

+ 1݅(ݐ)1ܴ + ݁ௌ =   1معادله حلقه اساسی      0
 

 ௗఝ1(௧)
ௗ௧

=  ௤(௧)
஼(௧)

− (ݐ)1ܴ ఝ1(௧)
௅1(௧) − ݁ௌ                                                        

  
   − ௖ܸ(ݐ) + ௗఝ2(௧)

ௗ௧
+ (ݐ)2݅(ݐ)2ܴ =   2معادله حلقه اساسی               0

ௗఝ2(௧)
ௗ௧

= ௤(௧)
஼(௧)

− (ݐ)2ܴ ఝ2(௧)
௅2(௧)                                                    

  :و یا به فرم ماتریسی
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ (ݐ)ݍ̇

(ݐ)1̇߮

⎦(ݐ)2̇߮
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 ି1

௅1(௧)
ି1

௅2(௧)
1

஼(௧)
ିோ1(௧)
௅1(௧) 0

1
஼(௧)

0 ିோ2(௧)
௅2(௧) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

 (ݐ)ݍ

(ݐ)1߮

⎦(ݐ)2߮
⎥
⎥
⎥
⎤

+ ൦

0
−1
0

൪ ݁௦   

  :داریم ோܸ1براي بدست آوردن خروجی یعنی 

ோܸ1 = (ݐ)1݅(ݐ)1ܴ = (ݐ)1ܴ ఝ1(௧)
௅1(௧)   

                               ோܸ1 (ݐ) = ቂ0 ோ1(௧)
௅1(௧) 0ቃ ቎

(ݐ)ݍ
(ݐ)1߮
(ݐ)2߮

቏  

  :بنابراین داریم

C = ൥و           0 =0݀                                      
0

ோ1(௧)
௅1(௧)

0
൩ 
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  4مسائل فصل 
  .بنویسید) 1- 4م(مدار شکل معادلات حالت را براي - 1
 

 
 1مدار مسئله ). 1-4م(شکل 

 
  .بنویسید) 2- 4م(الت را براي شکل معادلات ح- 2

 
 2مدار مسئله ). 2-4م(شکل 

  
  .بنویسید) 3- 4م(مدار شکل  بفرم ماتریسی برايمعادلات حالت را  - 3
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 3مدار مسئله ). 3-4م(شکل 
 
  .معادلات حالت را بنویسید) 4- 4م(براي مدار شکل  - 4
 

 

 
 4مدار مسئله ). 4-4م(شکل 

 
جریان سلف و ولتاژ خازن را بعنوان متغیرهاي حالت و ) 5- 4م(در مدار شکل  - 5

معادلات حالت را . را بعنوان بردار ورودي در نظر بگیرید 2ݒو  1ݒي ها ورودي
  .بنویسید

 

www.it98.ir
W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   106 

 

 
 5مدار مسئله ). 5-4م(شکل 

 
. مدار در حالت دائمی قرار داشته است t<0در زمانهاي ) 6- 4م(در مدار شکل  - 6

حالتها را با استفاده از  v(t)معادلات حالت را نوشته و پاسخ مدار  t>0براي زمانهاي 
  .بنویسید

 

 
 

 6مدار مسئله ). 6-4م(شکل 
 
  .معادلات حالت را بنویسید) 7- 4م(براي مدار شکل  - 7
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 7مدار مسئله ). 7-4م(شکل 
 
متغیرهاي  را بر حسب ோ݅نوشته و جریان ) 8- 4م(معادلات حالت را براي شکل  - 8

  .حالت بدست آورید
 

 
 

 8مدار مسئله ). 8-4م(شکل 
 
را بصورت  ௢ݒسپس ولتاژ خروجی . بنویسید) 9- 4م(معادلات حالت را براي شکل  - 9

 .یرهاي حالت و ورودي بنویسیدرابطه اي از متغ
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 9مدار مسئله ). 9-4م(شکل 

 
نوشته و ولتاژ دو سر منبع جریان وابسته ) 10- 4م(معادلات حالت را براي شکل  - 10

  .بیان کنیدتغیرهاي حالت و ورودي را بر حسب م
 

 
 

 10مدار مسئله ). 10-4م(شکل 
 

معادلات حالت را بفرم . سلفها بدون تزویج هستند) 11- 4م(براي مدار شکل  - 11
آنرا بر حسب . است (ݐ)௦݅خروجی مدار ولتاژ دو سر منبع جریان . ماتریسی بنویسید

  .اي حالت و ورودي نمایش دهیدمتغیره
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 11مدار مسئله ). 11-4م(شکل 
 

اگر تزویج بین سلفهاي . معادلات حالت را بنویسید) 11- 4م(براي مدار شکل - 12
m=1 2ൗ   .باشد ܪ

  
  :بنویسید) 11- 4م(معادلات حالت را براي مدار شکل  - 13

  .نباشد L2و  L1اگر تزویجی بین سلفهاي  - الف
  .باشد kبرابر  L2و  L1ضریب تزویج بین سلفهاي  - ب

 

 
 13مدار مسئله . )13-4م(شکل 
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سپس . بصورت ماتریسی بنویسید) 14- 4م(معادلات حالت را براي مدار شکل  - 14
  .بیان کنید ها رهاي حالت و وروديرا برحسب متغی (ݐ)ୱ݁جریان گذرنده از منبع ولتاژ 

 

 
 

 14مدار مسئله ). 14-4م(شکل 
 

  :معادله دیفرانسیلی توصیف کننده مداري بصورت زیر است - 15
ௗ3௬
ௗ௧3 + 4 ୢ2୷

ୢ୲2 + 6 ୢ୷
ୢ୲

+ ݕ3 = ௗ2௪
ௗ௧2 + 3 ௗ௪

ௗ௧
+   (ݐ)2ܹ

  .شتق ورودي در آن ظاهر نشودمعادلات حالت را به گونه اي بنویسید که م
  

خازنها را بعنوان  اگر بار. تغییر پذیر با زمان است خطی و) 16- 4م(مدار شکل - 16
  .معادلات حالت را بنویسید ،متغیرهاي حالت در نظر بگیریم
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 16مدار مسئله ). 16-4م(شکل 
 

معادلات حالت را نوشته و ) 17- 4م(براي شبکه خطی تغییر پذیر با زمان شکل - 17
  .بدست آورید ها ت و وروديرا بر حسب معادلات حال vپاسخ 

  
  

 17مدار مسئله ). 17-4م(شکل 
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  فصل پنجم

  ي طبیعی ها فرکانس

  اهداف 
 :انشجو قادر خواهد بوددر پایان فصل، د

 .طبیعی را تعریف کرده، توضیح دهدفرکانس . 1

  .ي طبیعی یک شبکه را محاسبه کندها فرکانس. 2

 .ي طبیعی را بدست آوردها با کمک معادلات حالت، فرکانس .3

  .ي طبیعی را بیان کندها روشهاي مختلف یافتن فرکانس. 4
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  مقدمه1- 5
ي ها ي شاخهها انجری ل و دوم مشاهده شد که ولتاژها وقبلاً در حل مدارهاي مرتبه او

ي معادله ها شهری .شوند میمدار ازحل معادلات دیفرانسیلی مرتبه اول و دوم حاصل 
ند و با توجه به مقادیر آنها حالات بحرانی، زیرمیرا و فوق میرا شد میمشخصه محاسبه 

ي معادله ها همانگونه که مشاهده گردید، مقادیر ریشه. تفکیک و بررسی گردیدند
  . ر همه متغیرها تأثیر دارندمشخصه در مقادی

یعنی اینکه کلیه منابع  .گردند میدرشرایط ورودي صفر تعریف  1ي طبیعیها فرکانس
و نحوه  ها مقادیر المان د وني طبیعی ندارها مستقل هیچ تأثیري در مقادیر فرکانس

معمولاً  .ي طبیعی هستندها قرارگیري آنها در شبکه تعیین کننده مقادیر فرکانس
ولی در بعضی موارد نیز  ،ي طبیعی متغیرهاي شبکه، یکسان و برابر هستندها سفرکان

متفاوت از فرکانس طبیعی متغیر دیگري از  ،ممکن است فرکانس طبیعی یک متغیر
در این فصل نحوه محاسبه فرکانس طبیعی یک متغیر شبکه و همچنین . شبکه باشد

  .شود میفرکانس طبیعی یک شبکه توضیح داده 

  کانس طبیعی یک متغیر شبکهفر 2- 5
تمام منابع مستقل این شبکه . را در نظر بگیرید  Nیرناپذیر با زمان ییک شبکه خطی تغ

مستقل را به اتصال کوتاه و تمام منابع جریان مستقل یعنی تمام منابع ولتاژ . یدرا صفر کن
الت ورودي باشد و ح میچنین شبکه اي داراي هیچ ورودي ن. را به مدار باز تبدیل کنید

  . شود میصفر نامیده 
را به عنوان متغیر در نظر گرفته و پاسخ  Nي شبکه ها یکی از شاخه ولتاژ یا جریان 

و دوم مشابه آنچه که در مباحث مدارهاي مرتبه اول  .آوریم میورودي صفر را بدست 
  :زیر است دیده شد، پاسخ شبکه به صورت

)5 -1(  y(t)= ݇1݁ௌ1௧+ ݇2݁ௌ2௧+…  
t ≥ 0  

به ساختار و توپولوژي شبکه بستگی ها S୧. ها همه مقادیر ثابت هستندS୧و  ها ୧ܭکه 
                                                                                                                                                                                                            

1 Natural frequeny 
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به شرایط اولیه  ها ୧ܭمقادیر . دارد و ممکن است مقدار حقیقی یا مختلط داشته باشد
هر شبکه مقادیر  در .بستگی دارد ها و جریان اولیه سلف ها شبکه یعنی ولتاژ اولیه خازن

S୧ گذارند می است و بر همه متغیرهاي شبکه اثر مهم ها .S୧ ي طبیعی ها فرکانس " ها
  .شوند مینامیده  "شبکه

  
روابط ولتاژ مقاومت و جریان سلف را براي . زیر را در نظر بگیرید RLمدار :1- 5مثال 

t > مقدار جریان  .نیدهاي طبیعی این متغیرها را مشخص ک فرکانس. بدست آورید  0
  .است ௢ܫبرابر  t=0سلف در زمان 

  
  1- 5مدار مثال  .)1-5(شکل 

  
  :)حل

KCL:     ࢂ
ࡾ

 + i =0 

KVL: -V+ L ࢏ࢊ
࢚ࢊ

 =0 

  ቐ
௏
10 + ݅ = 0
ܸ = 2 ௗ௜

ௗ௧

࢏ࢊ                 �
࢚ࢊ

 + 5i = 0                                       

   i(t) = K ݁ି5௧                                                                

  :بنابراین i(0) =I୓ از طرفی مشابه فرض مسئله
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i(t)=ܫ૙ ݁ି5ݐ                                                                   

  .نیمک میرا محاسبه  Rاومت حال ولتاژ مق.باشد می S = -5فرکانس طبیعی جریان سلف 

                                                           V = L ࢏ࢊ
࢚ࢊ

  

                                                  ݁ି5௧ V = -10 ܫ૙  

باشد که برابر  می S= -5رابط فوق نیز نشان داد که فرکانس طبیعی ولتاژ مقاومت  
  .کانس طبیعی جریان سلف استفر
  

  .را بدست آورید Vୡي متغیر شبکه ها فرکانس. مدار زیر را در نظر بگیرید:  2- 5مثال 

  
   2- 5مدار مثال . )2-5(شکل 

                                                )حل

                                             = 0 + C ௗ௏ࢉ

ௗ௧
 ݅௅  +KCL : ௏ࢉ

ோ
   

஼ܸ=0                                                              - KVL: L ௗூಽ

ௗ௧
   

  :بنابراین با گرفتن لاپلاس از معادلات فوق

                       =0  C (0)ܸࢉ - + C S ܫ (ܵ)ܸ࡯௅(ܵ) +  ௏ࢉ(ௌ)
ோ

  

  (ܵ)௅ܫ L ݅௅(0) - L S  -  (ܵ)ܸࢉ  0=                                    
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  یا
Vୡ(S) ቀ1

ୖ
+ ቁܵܥ  = CVୡ(0) − I୐(S) = CVୡ(0) − ୐ ୧ై(0)ା୚ౙ(ୗ)

୐ୗ
                               

                                              = ௌ௏೎(0)ି௜ಽ(0)
ௌ૛ା6ௌା9  ܸࢉ(ܵ)  

  :کنیم میاین عبارت را به کسرهاي جزئی تجزیه 

             + ௏(0)ࢉ
ௌା3 = ି3௏(0)ࢉି௜ಽ(0)

(ௌା3)2 = ௌ௏(0)ࢉି௜ಽ(0)
(ௌା3)2 ௖ܸ(ܵ)                  

  :یدآ میوبا تبدیل معکوس لاپلاس بدست 
+ ௖ܸ(0)݁ି3௧ ݁ି3 ௧ t ௖ܸ(ݐ) = ൫−3 ௖ܸ(0) − ݅௅(0)൯  

  .باشد می - 3برابر  و2بنابراین فرکانس طبیعی ولتاژ خازن از مرتبه 
.........................................................................................................................................  

  
یابیم که براي هر متغیر  میبا توجه به مثالهایی که تاکنون در این فصل مطرح شده اند، در

بنابراین براي . توان یک معادله دیفرانسیل بر حسب زمان بدست آورد میشبکه همواره 
  :توان معادله دیفرانسیل همگنی نوشت می y(t)هر متغیر شبکه 

   )5 -2      (                                            y =0 Q(∆)  

Q(∆)  یک چندجمله اي ازD هاي مختلف نسبت  است که نشان دهنده مشتقات مرتبه
کند و هر  میرا برآورده ) 2- 5(هر پاسخ ورودي صفر شبکه حتماً معادله . به زمان است

اولیه معین  نیز یک پاسخ ورودي صفر شبکه، به ازاي حالت) 2- 5(جواب معادله 
  .باشد می

به . توان یافت که این خواص را داشته باشد میهیچ معادله دیفرانسیل کوچکتري ن
براي بدست آوردن . نامند می yمتغیر  "1معادله دیفرانسیل مینیمال"را  (∆)Qهمین دلیل 

را محاسبه  (∆)Qهاي چندجمله اي  کافی است که ریشه y(t)ي طبیعی متغیر ها فرکانس
)Q باشد، آنگاه y(t)یک فرکانس طبیعی متغیر  ௜ܵه عبارت دیگر اگر ب. کنیم ௜ܵ) = 0 

از چندجمله  mیک صفر مرتبه  ௜ܵدر بعضی موارد ممکن است . برعکس خواهد شد و
                                                                                                                                                                                                            

1 Minimal differential equation 
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متغیر شبکه  "mفرکانس طبیعی از مرتبه  "را  ௜ܵ باشند که در این صورت (ݏ)Qاي 
y(t) ي طبیعی مرتبه ها اگر فرکانس .نامند میm  را مانندm  فرکانس طبیعی در نظر

ي طبیعی یک متغیر شبکه برابر با مرتبه ها توان گفت که تعداد فرکانس میآنگاه  ،بگیریم
  .معادله دیفرانسیل مینیمال مربوطه است

  

دیفرانسیلی زیر را داشته باشیم  هباشد و رابط Vاگر متغیر ولتاژشبکه اي  :3- 5مثال
  .را بدست آورید Vطبیعی متغیر  يها فرکانس

                                   = 0      +2 ௗ௩
ௗ௧

 + ௗ
(࢜)2
ௗ௧2 2 ௗ

(࢜)3
ௗ௧3 + ௗ4(࢜)

ௗ௧4  

  )حل
  :توان معادله دیفرانسیلی فوق را به صورت معادله دیفرانسیل مینیمال زیر نمایش داد می

4ܦ                                                 + 3ܦ2 + 2ܦ + ܦ2 = 0  

  یا
                                  =0                 D(3ܦ + 2ܦ2 + ܦ + 2)  

  :شود میبا تجزیه، رابطه فوق حاصل 
ܦ) 0=                                             + 2) D(2ܦ + 1)  

  :ي طبیعی برابراند با ها کانسوبنابراین فر
                        = -2 = -j      ܵ4 = j       ܵ3 =0     ܵ2 ܵ૚   

  :برابر است با  V(t)و پاسخ 
                   ݁ି2௧ 4ܭ  +݁ି௝௧ +3ܭ ݁௝௧ +2ܭ V(t)=1ܭ  

.........................................................................................................................................  
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. ي طبیعی هر متغیر شبکه توضیح داده شدها ي قبلی نحوة محاسبه فرکانسها در مثال
متغیر ي طبیعی را براي یک ها توان فرکانس میسوالی که مطرح است این است که آیا 

توان  میشبکه محاسبه کرد و به کل متغیرهاي شبکه تعمیم داد؟ به عبارت دیگر آیا 
  ي طبیعی یکسان و برابري هستند؟ها فرکانسگفت که همه متغیرهاي شبکه داراي 

دهد که جواب این سوال منفی است و هر متغیر شبکه ممکن است  مینشان زیر  مثال
ي طبیعی دیگر متغیرهاي ها ه متفاوت از فرکانسداراي یک دسته فرکانس طبیعی باشد ک

  .شبکه است
   

ي ها گرهي طبیعی را براي ولتاژهاي ها سمدار زیر را در نظر بگیریدوفرکان :4- 5مثال 
e1 وe2  و ولتاژV3 ي طبیعی همه آنها یکسان است؟ها آیا فرکانس. بدست آورید  

  
  4- 5مدار مثال ). 3-5( شکل

  :نویسیم میرا  KCLمدار روابط  يها براي گره )حل

                         =0 (݁1 − ݁2) + C ௗ
ௗ௧

  ௘1
ோ

 +KCL 1: C ௗ௘1
ௗ௧

  

          =0                 +C ௗ2ࢋ
ௗ௧

2ࢋ + 
ோ

 (݁2 − ݁1) KCL 2: C ௗ
ௗ࢚

  

  :کنیم میمعادلات فوق را مرتب 

                  )1           (                =0          ௗ௘2
ௗ௧

  -+݁1 2ௗ௘1
ௗ௧
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                 )2  (        =0                           ௗ௘1
ௗ௧

  - +݁2 2ௗ௘2
ௗ௧

  

ௗ௘2دو برابر معادله اول را با معادله دوم جمع کرده تا 
ௗ௧

  :حذف شود 

                 )3    (                              =0 ݁2 ++2݁1 3 ௗ௘1
ௗ௧

   

  :نسبت به زمان مشتق گرفته )3(از معادله 

                                                      -3ௗ2௘1
ௗ௧2 =-2 ௗ௘1

ௗ௧
 ௗ௘2

ௗ௧
  

  :شود میحاصل ) 1(از ترکیب این معادله با رابطه 

                               =0      +ቀ2 ௗ௘1
ௗ௧

+ 3 ௗ2௘1
ௗ௧2 ቁ ݁1 2ௗ௘1

ௗ௧
+  

  بنابراین

                 =0                                  +݁1 + 4 ௗ௘1
ௗ௧

 3 ௗ
2௘1

ௗ௧2  

                                +4S+1=0                             3ܵ2  

                                        =0         (ܵ + 1) 3ቀܵ + 1
3ቁ  

  :برابر هستند با e1ي طبیعی ها و فرکانس

                                          = - 13 = -1          ܵ2 ܵ1   

2݁ି೟ܭ+                                     
  (ݐ)1݁ି௧ =  ݁1ܭ 3

  :جایگذاري کنیم) 3(در معادله  (t)1݁اگر بجاي 

2ቂ݇1݁ି௧-=(ݐ)2݁ + ݇2݁ି೟
3ቃ-3ቂ−݇૚݁ି௧ − ௞2

3 ݁
ష೟
3 ቃ                   

(ݐ)2݁ = ݇1݁ି௧ − ݇2݁
ష೟
3                                                            
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S1بنابراین  = S2و  1− = − 1
  .هستند e2ي طبیعی ها نیز فرکانس 3

  :، بنویسیمو خازن بین آنها است ها تماورا براي حلقه اي که شامل مق KVLاگر 
KVL: - ݁1+ 3ܸ+݁2=0                                                                

                       3ܸ=݁1- ݁2                                          

3ܸ=ቀ݇1݁ି௧ + ݇2݁
ష೟
3 ቁ -ቀ݇1݁ି௧ + ݇2݁

ష೟
3 ቁ                 

  ૜ܸ=2݇2݁
ష೟
૜                                                                  

  .است S=- 13برابر  V3بنابراین تنها فرکانس طبیعی 
.........................................................................................................................................  

 
برابر  V1ي طبیعی ها مدار زیر را در نظر بگیرید ونشان دهید که فرکانس.1- 5تمرین 

୨
ඥ୐1େ1

୨ିو  
ඥ୐1ୡ1

1ିبرابر  V2است در حالی که فرکانس طبیعی  
ୖ2େ2

  .است 

  
  1-5مرینمدار ت .)4-5(شکل 

  ي طبیعی یک شبکه ها فرکانس.3- 5
حال این . ي طبیعی براي یک متغیر شبکه توضیح داده شدها نحوه محاسبه فرکانس

فرکانس شبکه  ୩ܵ. کنیم میمفهوم را توسعه داده و فرکانس طبیعی یک شبکه را بررسی 
N ،ܵاگر است୩ نس طبیعی یک ولتاژ یا جریان شبکهفرکا N ن ثابت کرد توا می .باشد
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ي طبیعی ها لازم نیست که همه فرکانس Nهاي طبیعی یک شبکه  که براي یافتن فرکانس
  .را محاسبه کرد Nجریان شبکه  هر ولتاژ و

ادعا . فرکانس طبیعی یک شاخه باشد و مقدار آن مخالف صفر باشد S1فرض کنید 
ممکن است مقاومت شاخه . فرکانس طبیعی ولتاژ آن شاخه نیز هست S1کنیم که  می

  : سلف یا خازن باشد
K1Reୗ1باشد، ولتاژ آن برابر  K1eௌ1୲باشد و جریان آن  Rمقاومت  اگر شاخه، - 1  ୲ 

  .باشد میفرکانس طبیعی جریان و ولتاژ مقاومت هر دو  S1بنابراین  .است
 :لتاژ آن برابر است باباشد، و K1eୗ1୲باشد وجریان آن  Cخازن  اگر شاخه، - 2

   + 0ܸ ݁ௌ1௧ ∫ 1݁ܭ ௦1௧dt= ௄1
஼1ௌ1

 1
௖

 =1
஼

∫ ݐ݀(ݐ)ࢉ݅    (ݐ)ܸࢉ =

  :باشد، ولتاژ آن برابر است با K1eௌ1୲باشد وجریان آن  Lاگر شاخه، سلف  - 3

                                          ௅ܸ(ݐ)=Lௗ௅೔

ௗ௧
=L1ܵ1݁ܭௌ1௧  

≠بنابراین اگر 0 S1  فرکانس طبیعی جریان یک شاخه باشد، حتماً فرکانس طبیعی ولتاژ
S1  توجه داشته باشید که حتما.العکسآن شاخه نیز هست و ب ≠ باشد زیرا چنانچه  0

ممکن  S1 = 0پس  .سر آن برابر صفر است از سلفی جریان ثابتی بگذرد، ولتاژ دو
در حالیکه فرکانس طبیعی ولتاژ سلف  ،است یک فرکانس طبیعی جریان شاخه باشد

اگر خازن داراي ولتاژ ثابتی  .توان براي خازن نیز تعمیم داد میهمین دلیل را  .نیست
S1پس . جریان آن صفر است باشد، = ازن باشد تواند یک فرکانس طبیعی ولتاژ خ می 0

براي یافتن فرکانس طبیعی غیر صفر یک  .در حالیکه فرکانس طبیعی جریان آن نیست
قضیه زیر را براي یافتن  .توان از هر روش تجزیه و تحلیل استفاده کرد میشبکه 

  :توان بکار برد میفرکانس طبیعی شبکه 
  

توان از  میرا  Nبا زمان  ي طبیعی غیر صفر هر شبکه خطی تغییرناپذیرها فرکانس: قضیه
(ܵ)∆ [(ܵ)ܲ]det 0=حل معادله  ي غیر صفر آن بدست ها و یافتن جواب =

را  Nماتریس هر دستگاه معادلات دیفرانسیلی است که شبکه  (ܵ)Pمنظور از .آورد
  .کند میتوصیف 

رود  میي طبیعی یک شبکه بکار ها توجه داشته باشید که قضیۀ فوق براي یافتن فرکانس
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(S)∆ز حل معادله و ممکن است ا = بدست آید که فرکانس  ௞ܵفرکانس طبیعی  0
. طبیعی شبکه هست ولی فرکانس طبیعی یک یا چند متغیر خاص از شبکه نباشد

بعبارت دیگر هر فرکانس طبیعی شبکه الزاماً یک فرکانس طبیعی براي هر متغیر 
  .باشد مین

ي طبیعی یک ها فرکانس ادبه آن توجه داشت این است که تعدنکته دیگري که باید 
اجزاي ذخیره  در مبدأ، هیچگاه از تعدادشبکه حتی با احتساب فرکانس طبیعی موجود 

  .موجود در شبکه بزرگ تر نیست) سلف و خازن( کننده انرژي
  

یک بار با روش حل گره و بار دیگر با روش . مدار زیر را در نظر بگیرید .5- 5مثال 
ي طبیعی شبکه، ها یسید و نشان دهید که فرکانسحل مش معادلات ماتریسی را بنو
  .حاصل از هر دو روش برابر هستند

  
  )5-5(مدار مثال .)5- 5(شکل

  
پس به روش ذهنی .عناصر همه خطی و تغییرناپذیر با زمان و بدون تزویج هستند )حل

  :نویسیم میحل گره را 
                                                                  e =݅ௌ ݕ௡  

1برابر  L، ادمتیانس سلف CSبرابر  Cادمتیانس خازن 
௅ௌ

1برابر  Rو ادمتیانس مقاومت  
ୖ
 

  :بنابراین .باشد می
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            = ൥
݅ௌ
0
0

൩ ൥
݁1
݁2
݁3

൩   ൦

1 + ܵ −ܵ 0
−ܵ ܵ + 1

2 + 1
4ௌ

ି1
4ௌ

0 ି1
4ௌ

1
4ௌ

+ 1
4

൪  

 

 ∆(ܵ) = (1 + ܵ) ቂቀܵ + 1
2 + 1

4ௌ
ቁ ቀ 1

4ௌ
+ 1

4ቁ − 1
16ௌ૛ቃ +  

                                     ܵ ቂ−ܵ ቀ 1
4ௌ

+ 1
4ቁቃ  

                                            ∆(ܵ)= (1ାௌ)(1ା2ௌ)
16ௌ

     

 ∆(S)  بدست آیند ي طبیعیها دهیم تا فرکانس میرا برابر صفر قرار:  

                                         ∆(ܵ) = (1ାௌ)(1ା2ௌ)
16ௌ

= 0  

  .باشند می S2= - 12و  S1= -1بنابراین  
  

  :کنیم میحال مدار را با روش ذهنی مش حل 

  
  5-5 ي بکار رفته در مدار مثالها مش .)6-5(شکل 

  

                                                                      ܼ௠݅ = ௌ݁  

      ቈ1 + 1
஼ௌ

+ 2 −2
−2 2 + ܵܮ + 4

቉ ൤݅1
݅2

൨=ቂ݅ௌ × 1
0 ቃ           
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                        ∆= ቀ3 + 1
ௌ
ቁ (6 + 4ܵ) − 4 = 0   

           ቊ
ܵ1 = −1
ܵ2 = − 1

2
�     ⇒   2ܵ2 + 3ܵ + 1 = 0  

  .عی حاصل از هر دو روش با هم برابر و یکسان هستندي طبیها فرکانس

  ي طبیعی و معادلات حالتها فرکانس. 4- 5
در فصل قبل معادلات حالت به تفصیل بررسی گردید و نحوه نوشتن معادلات حالت 

ي طبیعی ها فرکانس خواهیم نحوه محاسبه  میحال . شدتوضیح داده  Nبراي یک شبکه 
توان معادلات حالت را به  میهمانطور که گفته شد . نیماز معادلات حالت را بررسی ک

 :شکل ماتریسی نمایش داد

                )5 -3(  =AX+bw ܺ̇  

توان  میهمانگونه که گفته شد براي یافتن فرکانس طبیعی . است ها بردار ورودي wکه 
 ها اگر ورودي. کلیه منابع ورودي را صفر کرد، و پاسخ ورودي صفر را بدست آورد

  :وبنابراین  w=0صفر شدند، یعنی 
                )5 -4(  =AX ܺ̇  

  :با استفاده از تبدیل لاپلاس
                )5 -5(  SX = AX  

  یا       
                )5 -6(  (SI - A) X =0  

  :ي معادله زیر را یافتها ي طبیعی باید ریشهها بنابراین براي یافتن فرکانس
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                )5 -7(  0=| SI – A|  

  
  .را بیابید) 5- 5(ي طبیعی مدار شکل ها با استفاده از معادلات حالت، فرکانس. 6- 5مثال 

  
  :نویسیم میفر کردن منابع، معادلات حالت را با انتخاب درخت زیر و ص) حل

  
  

  درخت انتخاب شده و )6-5(مدار مثال  .)7-5(شکل 

  

                                       :      1݆ + ܥ ௗ௏
ௗ௧

=   ست کاتمعادله  0

             = V+4 ௗ௜ಽ
ௗ௧

 +4݅௅ :     1݆ =
௏ା௅೏೔ಽ

೏೟ ା4௜ಽ

ோ
  از طرفی 

       :و بنابراین

                     ௗ௏
ௗ௧

+ 4 ௗ௜
ௗ௧

+ ܸ + 4݅ = 0 

 =0                              + 4 ௗ௜ಽ

ௗ௧
 + 4݅௅ : -2݆2 معادله حلقه اساسی  

                   KCL:  2݆ = ܥ ௗ௏
ௗ௧

− ݅௅ = ௗ௏
ௗ௧

− ݅௅  
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  :پس
ௗ௏
ௗ௧

+ 2 ௗ௜ಽ

ௗ௧
 +3݅௅ = 0                             -  

  :شود میحاصل ) 2(و) 1(از معادلات 

                              ௗ௜ಽ

ௗ௧
= ି௏

6 − 7
   6  

݅௅  

   ௗ௏
ௗ௧

= − ௏
3 + 2

3 ݅௅                                 

  :یا به فرم ماتریسی

቎
ௗ௏
ௗ௧
ௗ௜
ௗ௧

቏ = ൥
ି1
3  2

  3  
ି1
6

ି7
  6 

൩ ൥
ܸ

݅
൩                                       

  :ي طبیعی شبکهها براي یافتن فرکانس
                        det [ܵܫ −   0 =[ܣ

                     = 0             อ
ܵ + 1

3
ି2
3

1
6 ܵ + 7

6
อ  

                                2ܵ2 + 3ܵ + 1 = 0  

1ܵ ها از حل معادله درجه دوم ریشه = S2و  1−  =  ି1
شوند که دقیقاً  میحاصل  2

  .هستند) 5- 5(ي طبیعی حاصل در مثال ها برابر با فرکانس
  

 

   

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   127 

  مسائل فصل پنجم
 .را بدست آورید) 1- 5م(ل فرکانسهاي طبیعی مدار شک - 1
 

  
1مدار مسئله ). 1-5م(شکل   

 
  .بدست آورید) 2- 5م(در مدار شکل را  ୡݒو  iفرکانسهاي طبیعی متغیرهاي شبکه  - 2

 
2مدار مسئله ). 2-5م(شکل   

 
فرکانسهاي طبیعی را بدست  ،معادلات حالت را نوشته) 3- 5م(براي مدار شکل - 3

توان شرایط اولیه را  میچرا این شبکه یک فرکانس طبیعی برابر صفر دارد؟ آیا . آورید
  گردد؟ - 1برابر  1ܥچنان انتخاب کرد که فرکانس طبیعی ولتاژ خازن 
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3دار مسئله م). 3-5م(شکل   
 
شرایط اولیه اي چنان . را بدست آورید) 4- 5م(فرکانسهاي طبیعی مدار شکل  - 4

  .نها کوچکترین فرکانس تحریک شودانتخاب کنید که ت
 

 
4مدار مسئله ). 4-5م(شکل   

 

  ) :5- 5م(در مدار شکل  - 5
 .را تعیین کنید Vفرکانسهاي طبیعی ولتاژ خروجی 

 .را بدست آورید ୡܸ ،خازنفرکانسهاي طبیعی ولتاژ دو سر 
 .اي طبیعی شبکه را بدست آوریدفرکانسه
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5مسئله مدار ). 5-5م(شکل   
 
شبکه زیر را با استفاده از تابع شبکه  V1فرکانسهاي طبیعی متغیر  - 6

z(s)=V1(S)
  .محاسبه نمایید ൘(S)ܫ

 
6مدار مسئله ). 6-5م(شکل   
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  .طبیعی شبکه را بدست آورید فرکانسهاي) 7- 5م(در مدار شکل  - 7
 

 
7مسئله مدار ). 7-5م(شکل   

 

  .فرکانسهاي طبیعی شبکه را محاسبه نمائید) 8- 5م(در مدار شکل  - 8
 

 
8مسئله مدار ). 8-5م(شکل   

 

 
  : از روشهاي زیر بدست آوریدرا با استفاده ) 9- 5م(فرکانسهاي طبیعی مدار شکل  - 9

 .شبکه را بدست آورید ي دترمینانها بر اساس روش گره ریشه
 .ي دترمینان شبکه را محاسبه کنیدها براساس روش مش ریشه
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 .ي دترمینان شبکه را بدست آوریدها براساس معادلات حالت ریشه
 .ولتاژ دو سر خازن را بیابید ، Vفرکانس طبیعی متغیر شبکه 

انس تنها بزرگترین فرک Vشرایط اولیه اي چنان بدست آورید که پاسخ ورودي صفر 
  .طبیعی را شامل شود

 

9مدار مسئله ). 9-5م(شکل   

 

 1ܸفرکانسهاي طبیعی متغیرهاي شبکه ) 10- 5م(در شبکه نشان داده شده در شکل  - 10
، V3 وV2 سپس شرایط اولیه را چنان انتخاب کنید که . و خود شبکه را بدست آورید

  .شودفقط کوچکترین فرکانس در ولتاژ دو سر خازنها ظاهر 

  
 

10مدار مسئله ). 10-5م(شکل   
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  فصل ششم                                       

  توابع شبکه

  اهداف 
 :قادر خواهد بوددر پایان فصل، دانشجو 

 .تابع شبکه را تعریف کند. 1

 .بعضی از کاربردهاي تابع شبکه را نام برد  .2

 .تبدیل را توضیح دهد تابع هاي ارتباط فرکانس طبیعی یک شبکه و قطب. 3

  .رفتار مدار را در فرکانسهاي مختلف تحلیل کند. 4
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  مقدمه 1- 6
ها با محاسبه  این فرکانس .فرکانسهاي طبیعی شبکه مطرح شدند) 5(در فصل 

در ایـن فصـل توابـع     .شـوند  مـی پاسخ ورودي صفر متغیرهاي شبکه حاصـل  
صـفر مـورد نیـاز     پاسـخ حالـت   ،نهـا براي محاسبه آ .گردند می بررسی 1شبکه

ي ها تمامی قضایا و مدارهایی که بیان خواهند شد نیز مربوط به شبکه .هستند
و نحوه محاسبه  ها م صفرها و قطبمفاهی .خطی و تغییر ناپذیر با زمان هستند

  .ن با توابع شبکه ارائه خواهند شدپاسخ ضربه و ارتباط آ ،نهاآ

  مانناپذیر با زتابع شبکه مدارهاي خطی تغییر 2- 6
را که تنها داراي یـک منبـع مسـتقل     Nیک شبکه خطی و تغییر ناپذیر با زمان

اگر منبع ورودي ولتـاژ یـا جریـان را بـا      .در نظر بگیرید ،ولتاژ یا جریان است
x(t)    و پاسخ حالت صفر شبکه را که ممکن است ولتاژ یا جریان یـک شـاخه

ورت زیـر تعریـف   را بص ـ H(s)نگـاه تـابع شـبکه    آ ،نشان دهیم y(t)باشد با 
 :کنیم می

                   )6 -1(  H(s)=௒(ௌ)
௑(ௌ)

 

 .به ترتیب لاپلاس پاسخ حالت صفر و ورودي شـبکه هسـتند   x(s)و y(s)که 
 :به عبارت دیگر

)6 -2(  
x(s)=L x((t)) 

y (s)=L (y(t)) 

نامند و برابـر نسـبت پاسـخ خروجـی بـه       مینیز  "تابع سیستم"تابع شبکه را 
توابع ورودي و خروجی معمولا در  .یک ورودي در حوزه فرکانسی استتحر

                                                                                                                                                                                                            

1 Network functions 
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شود به حوزه فرکانس منتقل  مینها لاپلاس گرفته وقتی از آ .حوزه زمان هستند
 :فرکانس مختلط است sنجا شوند که در آ می

)6 -3(  s=ߪ+jω 

ω قبلا در محاسبات فازوري از  .فرکانس حقیقی استjω  بعنوان فرکانس استفاده
و تعمیم یافته تري را در بر دارد که علاوه بر  مفهوم کلی تر sولی اکنون  .گردید می

رابطه بین ورودي و خروجی نشان دهنده  H(s) .باشد مینیز  ߪداراي جمله  jωجمله 
نیز  H(s)توان تعاریف مختلفی از ورودي و خروجی مدار کرد و  مییک مدار است 

امپدانس نقطه تحریک یک سیستم  فرض کنید .دمفاهیم متفاوتی را نشان خواهد دا
 ،قطبی تکقبلا امپدانس نقطه تحریک یک  .خواهیم محاسبه کنیم میقطبی را  تک

بصورت نسبت ولتاژ خروجی حالت دائمی سینوسی به جریان ورودي دائمی سینوسی 
قابل  به روش دیگري با استفاده از تابع شبکه امپدانس نقطه تحریک .تعریف شده است

را بصورت نسبت تبدیل لاپلاس  قطبی تکامپدانس نقطه تحریک یک  .حاسبه استم
بنابراین  .کنیم میپاسخ ولتاژ حالت صفر به تبدیل لاپلاس جریان تحریک کننده تعریف 

R ، 1به ترتیب برابر  Lسلف  و Cخازن  ، Rامپدانس نقطه تحریک براي مقاومت 
ୌ

 ، 
LS خواهند بود.  

محاسبه  Cخازن  ، Lسلف  ، Rنس نقطه تحریک را براي مقاومت امپدا):1- 6(تمرین 
  .کنید
  .توان ادمیتانس نقطه تحریک را تعریف کرد می ،ر مشابه با استفاده از تابع شبکهبطو

برابر نسبت تبدیل لاپلاس پاسخ جریان حالت  قطبی تکادمیتانس نقطه تحریک یک 
ادمیتانس نقطه تحریک براي بنابراین  .صفر به تبدیل لاپلاس ولتاژ ورودي است

1به ترتیب برابر  Lسلف  ، Cخازن  ، Rمقاومت 
୐ୗ

, CS, 1
ୖ

  .میباشد 
  

این مدار توسط یک منبع ولتاژ  .را در نظر بگیرید) 1- 6(شکل  RLمدار :1- 6مثال 
 RLادمیتانس نقطه تحریک مدار  ،پاسخ حالت صفر باشد iاگر جریان  .شود میتحریک 
 چیست؟
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  1-6سري مربوط به مثال  RLمدار ). 1-6(شکل 
  

=H(s)ادمیتانس نقطه تحریک را بصورت  )حل ୍(ୱ)
୚౩(ୱ)

  همچنین .کنیم میتعریف  
Vୱ = RI + L ୢ୧

ୢ୲
   

  
Vୱ = RI + LSI   

  :بنابراین ادمیتانس نقطه تحریک برابراست با
H(s)= ୍(ୱ)

୚౩(ୱ)
= 1

ୖା୐ୗ
 

..................................................................................................................................................................  
 

 ،و خروجی Vୱاگر ورودي منبع ولتاژ  .را در نظر بگیرید) 2- 6(مدار شکل ):2- 6(مثال 
ூادمیتانس انتقالی  ،باشد iیعنی  ، Rجریان مقاومت 

୚౏
   .را بیابید 

  
  2-6مدار مربوط به مثال ). 2-6(شکل 
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بنابراین از  .همه عناصر مدار خطی و تغییر ناپذیر با زمان و بدون تزویج هستند )حل
  :کنیم میروش حل مش بطور ذهنی استفاده 

  

൥
L1S + 1

ୌ
ି1
ୌ

ି1
ୌ

1
ୌ

+ L2S + R
൩ ൤I1

I2
൨ = ቂVୗ

0 ቃ   

 
∆= ୐1

େ
+ L1L2S2 + RL1S + ୐2

େ
+ ୖ

ୌ
    

  

൤I1
I2

൨ = 1
୐1୐2ୗ2ାୖ୐1ୗାై1శై2

ి ା ౎
ి౏

൥
1

ୌ
+ LୗS + R 1

ୌ
1

ୌ
L1S + 1

ୌ

൩ ൥
Vୗ

0
൩   

  
  بنابراین

I2 = ୚౏
୐1୐2ୌ3ାୖ୐1ୌ2ା(୐1ା୐2)ୗାୖ

   
 

H(s) = ୍౏
୚౏

= 1
୐1୐2ୌ3ାୖ୐1ୌ2ା(୐1ା୐2)ୗାୖ

  

.................................................................................................................................................................. 
  

با استفاده از معادلات مش تابع شبکه  .را در نظر بگیرید) 3- 6(مدار شکل ):٣-٦(مثال
H(s) = ୉ (ୱ)

୍1(ୱ)
   .وریددیده شده از دو سر منبع را بدست آیعنی امپدانس  

  

  
  3-6مدار مربوط به مثال ). 3-6(شکل 
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  :نویسیم میاز روش حل ذهنی معادلات مش را  )حل

  

቎
1 + 1 + s −1 − s 0

−1 − s 1 + s + 1
ୱ

+ 2 −2
0 −2 2 + 6 + 4s

቏ ൥
I1
I٢
I3

൩ = ൥
Eୱ
٠
0

൩   

  
∆= (2 + s) ቂቀ3 + s + 1

ୱ
ቁ (8 + 4s) − 4ቃ + (1 + s)൫−(1 + s)(8 + 4s)൯  

  
∆= 12S2 + 44s + 48 + 16

ୗ
  

بنابراین نیازي به  .باشد می I1وردن مقدار ه تابع تبدیل تنها نیاز به بدست آبراي محاسب
  :باشد میمحاسبه همه المانهاي ماتریس معکوس ن

I1 =
(4ୗ2ା20ୱା24ା8

౏)୉౩

∆
   

 

I1 = ୗ3ା5ୗ2ା6ୱା2
3ୗ3ା11ୗ2ା12ୱା4 Eୱ  

  
  :عبارت نوشت را بصورت حاصلضرب دو توان صورت و مخرج کسر می

I1 = (ୱ2ା4ୱା2)(ୱା1)୉౩
(3ୱ2ା8ୱା4)(ୱା1)

   
  

H(s) = ୉౩

୍1
= (3ୱ2ା8ୱା4)

(ୱ2ା4ୱା2)    

.................................................................................................................................................................. 
 

ي سري و موازي را مشابه نحوه محاسبه مقاومت ها امپدانس معادل شاخه: 2- 6تمرین
نقدر ساده کنید تا تنها منبع کنید و مدار را آ محاسبه ،معادل مقاومتهاي سري و موازي

مده در با تابع تبدیل بدست آ Zୣ୯یا امپدانس آ .باقی بماند ୯ୣܼو یک امپدانس  eୱولتاژ 
  برابراست؟) 3- 6(مثال 

  

www.it98.ir
W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   138 

را در حوزه  i(t)وجریان  ௦ܸرابطه بین ولتاژ .مدار زیر را در نظر بگیرید). 4- 6(مثال 
  .زمان بیابید

  
  

  4-6مدار مربوط به مثال ). 4-6(شکل 
 

  :با کمک حل مش به روش ذهنی داریم )حل

ቈ
2 + 3s −3s

−3s 4s + 2
ୱ
቉ ൤I1

I2
൨ = ൥

Vୱ

0
൩    

 
∆= 3s2 + 8s + 6 + 4

ୱ
   

 

൤I1
I2

൨ = 1
∆

ቈ4s + 2
ୱ

3s
3s 2 + 3s

቉ ൥
Vୱ

0
൩  

 

I2 = 3ୱ2୚౩

3ୱ3ା8ୱ2ା6ୱା4   

  
بنابراین در  .است 1Hجریان سلف  iجریان مش دوم و برابر  2݅ ،با توجه به شکل مدار

  :حوزه زمان داریم
3ୢ3୧(୲)

ୢ୲3 + 8 ୢ2୧(୲)
ୢ୲2 + 6 ୢ୧(୲)

ୢ୲
+ 4i(t) = 3 ୢ2୚౩(୲)

ୢ୲2                          
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  کاربردهاي تابع شبکه 3- 6
ر این قسمت تنها چند کاربرد مهم ابع شبکه وجود دارد که دکاربردهاي مختلفی براي ت

معمولا تابع شبکه برابر نسبت یک سیگنال خروجی به سیگنال  .شود مین معرفی آ
 .خروجی شبکه ممکن است ولتاژ یا جریان شاخه اي از مدار باشد .ورودي است

ث ایجاد ورودي نیز یک منبع ولتاژ مستقل یا یک منبع جریان مستقل است که باع
مدار را بصورت یک شبکه دو قطبی فرض کنید که یک جفت  .شود میجریان در مدار 

پایانه بصورت ورودي وجفت دیگر بعنوان خروجی باشند و تابع شبکه برابر نسبت 
 .نامند میدر چنین حالتی تابع شبکه را تابع انتقال نیز  .سیگنال خروجی به ورودي باشد

ن هر داده شده است که ورودي و خروجی آ طبی نشانیک شبکه دو ق) 5- 6(در شکل 
  .دو از جنس ولتاژ هستند

  
  .یک شبکه دوقطبی که ورودي و خروجی آن هر دو ولتاژ هستند). 5-6(شکل 

  
H(s)=୚2(ୱ)اگر تابع تبدیل 

୚1(ୱ)
نشان دهنده انتقال ولتاژ ورودي به خروجی  ،تعریف شود 

توان براي محاسبه و نشان دادن  از این تابع انتقال می .دشو میاست و تابع انتقال نامیده 
  .قدرت تقویت کنندگی مدار فوق استفاده کرد

  
H(s)=୚౥(ୱ) تابع شبکه .مدار زیر را در نظر بگیرید):٥-٦(مثال

୚౩(ୱ)
  .را محاسبه کنید 

  
  5-6مدار مربوط به مثال ). 6-6(شکل 
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KCL1:   ୚1ି୚౏

1 + ୚1
2 + ୚1

2ୗ
= 0    

 

V1 ቀ3
2 + 1

2ୱ
ቁ = Vୱ  

 

V1 = 2ୱ୚౩

3ୱା1   
 

I = ୚1
୐ୗ

= ୚౩

3ୱା1   
  

V0 = (2I)R = 10୚౩

3ୱା1   

 

H(s) = ୚0
୚౩

= 10
3ୱା1   

.........................................................................................................................................  
 

H(s)تابع انتقال  .مدار زیر یک تقویت کننده جریان است):6- 6(مثال  = ୍0
୍౩

را بدست  
  .این تابع نشان دهنده میزان تقویت جریان است .وریدآ

  
  

  6-6مدار مربوط به مثال ). 7-6(شکل 
  

  :بریم میامپدانس معادل دو شاخه موازي را بکار  )حل
V୶ = Iୱ

ୖ୐ୗ
ୖା୐ୗ

= Iୗ
4ୗ

2ା2ୗ
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V୶ = 2ୗ୍౩

ୗା1  
 

  :جریان خازن در مدار سمت راست
Iୡ = CSV = CS(LSI0) = LCS2I0 = S2I0   

KVL براي مش بیرونی مدار سمت راست:  
KVL: -5V୶ + R(Iୡ + I0) + LSI0 =  

 
-5(2ୗ୍౩

ୗା1) + (s2 + 4s + 1)I0 = 0                               
 

H(s) = ୍0
୍౩

= 10ୱ
(ୱା1)(ୱ2ା4ୱା1)

  

..................................................................................................................................................................  
 

تابع شبکه  .ستکاربرد دیگر تابع شبکه براي یافتن پاسخ شبکه به ورودیهاي مختلف ا
اگر لاپلاس ورودي را در تابع  .برابر نسبت لاپلاس خروجی به لاپلاس ورودي است

براي یافتن پاسخ پله  .شد لاپلاس سیگنال خروجی حاصل خواهد ،شبکه ضرب کنیم
Lu(t)=1 یعنییک سیستم کافی است تابع تبدیل سیستم در لاپلاس تابع پله 

ௌ
رب ض 

خروجی در حوزه زمان بدست  ،لاس معکوس حاصلسپس با محاسبه لاپ شود و
  .یدآ می
 

ر حوزه زمان بدست پاسخ پله مدار را د .تابع شبکه مداري بصورت زیر است :7- 6مثال 
  .وریدآ

H(s) = 2ୱ
ୱ2ା3ୱା2   

  
  :کنیم میتابع تبدیل را در لاپلاس سیگنال ورودي ضرب  )حل

Y(s) = H(s) L(u(t)) = H(s).1
ୗ
  

  

Y(s)= 2
ୱ2ା3ୱା2 = ୩1

ୗା2 + ୩2
ୗା1                                      

  

www.it98.ir
W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   142 

k1 = 2
ୗା1  ⃒s=-2  =-2                                                     

 

k2 = 2
ୗା2  ⃒s=-1  =2                                                     

 

Y(s)= ି2
ୗା2 + 2

ୗା1                          
  

y(t)=-2eି2୲ + 2eି୲                                       

..................................................................................................................................................................  
 

 ،منبع ولتاژ و خروجی ،ورودي .رتبه اول زیر را در نظر بگیریدمدار م: )8- 6(مثال 
 ،اگر ورودي تابع پله باشد .وریدتابع تبدیل مدار را بدست آ .جریان سلف است

  خروجی مدار چیست؟
  

  
  8-6مربوط به مثال  RLمدار ). 8-6(شکل 

  
  )حل

KVL:−Vୱ + RI + LSI = 0  

I= ୚౩

ୖା୐ୗ
= ୚౩

4ା2ୱ
                                       

 

H(s)= 1
2ୱା4 
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  :باید لاپلاس ورودي را در تابع تبدیل ضرب کنیم ،براي یافتن خروجی

I= H(s) L(u(t))=
1

2ୱା4
1
ୱ
                                              

 

I=
1

ୱ(2ୱା4)
= ୩1

ୱ
+ ୩2

2ୱା4                                               
 

K1 = � 1
2ୗା4ቚୱୀ0

  =1
4                                           

 

k2 = �1
ୗ
ቚ

ୱୀି2
  =ି1

2                                            
 

I=
1 4ൗ
ୗ

−
1 2ൗ

2ୗା4                                          
 

 i(t)=1
4 (t)ݑ − 1

4 eି2୲ 
.................................................................................................................................................................. 

 
را  ثال قبلم ،با استفاده از روشهاي حل مدارهاي مرتبه اول در حوزه زمان :3- 6تمرین 

  .وریدبدست آ t ≥ 0براي حل کنید و جریان سلف را 
  

یی است که با یکدیگر ترکیب ها تعیین رفتار شبکه ،یکی دیگر از کاربردهاي تابع شبکه
دیگر متصل موازي یا حالات دیگري به یک ،ممکن است بطور سري ها شبکه .شوند می

تحلیل کل این مجموعه بعنوان یک شبکه  .انتقال یابد ها نهایی بین آ شده و سیگنال
ي کوچکتر و یافتن توابع ها با تبدیل شبکه بزرگ به شبکه .عمولا مشکل استبزرگ م

  .توان شبکه را تحلیل و حتی طراحی کرد میي کوچکتر بهتر ها انتقال شبکه
ورودي به شبکه  .شبکه است ترکیب سري دو ،شود میدیده  یکی از حالاتی که معمولاً

ه ورودي شبکه دوم داده اول داده شده و خروجی تولید شده توسط شبکه اول ب
از  یمثال) 9- 6(در شکل  .خروجی نهایی همان خروجی شبکه دوم است .شود می

  .شود میسري دو شبکه دیده  ترکیب
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   H2و  H1ترکیب سري دو شبکه با تابع تبدیلهاي ). 9- 6(شکل
  

 H(s)را بصورت یک شبکه با تابع تبدیل ) 9- 6(توان کل شبکه موجود در شکل  می
  :ادنشان د

                    )6 -4(  H(s)=H1(s). H2(s) 
فتار شبکه اي است که تابع تبدیل بنابراین رفتار دو تابع شبکه سري با یکدیگر مشابه ر

  .ن برابر حاصلضرب تابع تبدیلهاي هر دو شبکه استآ
  

ر نظر د H2(s)و  H1(s)مدار زیر را بصورت دو شبکه با توابع تبدیل  ):9- 6(مثال 

೚୍ ابتدا تابع تبدیل  .بگیرید

୍౩
 =  H1(s)سپس  .را بیابید୚౥

୍౥
 =  H2(s) را یافته و نهایتا

  .را محاسبه کنید H(s(تابع تبدیل کل مدار یعنی 
  

  
  9-6مدار مربوط به مثال ). 10-6(شکل 

  
  :براي هر مدار سمت چپ از حل مش داریم )حل

ቂ10 + 5 −10
−10 10 + 4 + 6ቃ ൤i1

i2
൨ = ቂvୱ

0 ቃ      

  
i୭ = i2 = 10୚౩

200 = ୚౩

20   
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୍౥
୚౩

= 1
20                                            =  H1(s)  

  :حال براي مدار سمت راست داریم

KCL: -2I୭ + ୚౥

ୖ
+ CSV୭ + ୚౥

୐ୗ
= 0 

 
V୭ ቀ1 + ୱ

2 + 1
2ୱ

ቁ = 2I୭   
  

  ୚౥

୍౥
= 4ୗ

ୗ2ା2ୗା1=  H2(s) 

 
  :بنابراین تابع تبدیل کل شبکه برابر است با

H(s)=H1(s). H2(s) = ୗ
5(ୗା1)2     

..................................................................................................................................................................  
  

موازي نیز  RLCتوان به کمک روابط مدارهاي  میرا ) 10- 6(مدار شکل ): 4- 6(تمرین 
  .مقایسه کنید )9- 6(جواب حاصل از این روش را با جواب مثال  .حل کرد

  
 ها یکی دیگر از کاربردهاي بسیار مهم توابع شبکه طراحی و تحلیل مدارها و شبکه

توان با استفاده  میتابع شبکه یک نحوه نمایش ریاضی از عملکرد مدار است و  .باشد یم
تابع تبدیل یک عبارت ریاضی  .ي مختلف تحلیل کردها ن رفتار مدار را در فرکانساز آ

مقادیر مختلف از نظر  jω+ߪ=sو عددي مختلط است که به ازاي مقادیر متفاوت 
  .زاویه خواهند داشت اندازه و

تاکنون غالب  .است )S=0(ن صفر و فرکانس آ ،باشد DC نچه مدار تنها داراي منابع چنا
و  (DC)مدارهایی که بررسی و تحلیل شده اند داراي منابع جریان یا ولتاژ مستقیم 

 sتوان مقدار صفر را بجاي  مینها بنابراین در تابع تبدیل آ .نها صفر بوده استفرکانس آ
 ،مقدار صفر جایگذاري شود sتبدیل بجاي همه پارامترهاي  چنانچه در تابع .قرار داد

H(0)  شود که اندازه تابع تبدیل در حالت  میحاصلDC  یا فرکانس صفر نامیده
 Sدر تابع تبدیل به جاي  ،باشند wاگر منابع ورودي سینوسی با فرکانس  .شود می
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ط و عددي مختل H(jω)معمولا  .کنیم میرا محاسبه  H(jω)جایگذاري کرده و  jωمقدار 
 .اندازه و فاز است داراي قسمت حقیقی و موهومی با

                   )6 -5(  H(jω)=re୨஘ 
  

  .شود مینامیده  H(jω)" اندازه"عددي حقیقی و  rن که در آ
  )6 -6 (                    |H(jω)|=ඥIm(H(jω))٢ + Re(H(jω))2 r=  

 
  :ستا H(jω) "فاز"یک زاویه و ࣂو

tanି1=ࣂ                                               )   7- 6(   ୍୫(ୌ(୨ன))
ୖୣ(ୌ(୨ன))

   
دائمی  نکه پاسخ حالتزیرا آنها علاوه را آ .دامنه و فاز یک تابع شبکه بسیار مهم است

بلکه محتوي تمام اطلاعات لازم براي  ،کنند میسینوسی را درهر فرکانسی مشخص 
براي هر ورودي  .پاسخ حالت صفر ناشی از یک ورودي دلخواه هم هستندمحاسبه 

با تغییر  .توان اندازه و فاز تابع تبدیل را محاسبه کرد می ω1سینوسی با فرکانس 
یک توان این تغییرات را در  می .کند میفرکانس معمولا اندازه و فاز تابع تبدیل نیز تغییر 

 .یا تحلیل مدارها استفاده کرد ن در طراحیمنحنی ثبت کرد و از آ
  

اندازه و فاز تابع تبدیل را براي  .تابع تبدیل مداري بصورت زیر است ):10- 6( مثال
  .وریدبدست آ ω=5و ω=0ي ها فرکانس

H(s)=4 ୱ2ା2ୱା2
ୱ3ାୱ2ା4ୱା5 

   ω=0براي  )حل
H(0)=4 25 = 1/6   

  .ن صفر استو فاز آ 6/1اندازه تابع تبدیل 
  :داریم ω=5براي 

H(5j)=4 (5୨)2ା2(5୨)ା2
(5୨)3ା(5୨)2ା4(5୨)ା5 = 4 ି25ା10୨ା2

ି125୨ି25ା20୨ା5 
 

H(5j)=4 23ି10୨
20ା105୨

= 25/08ୣష23ౠ

106/9ୣ79ౠ  
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  H(5j)= 0/94eି102/5୨.  باشد میدرجه  - 5/102ن و فاز آ 94/0اندازه تابع تبدیل 
.........................................................................................................................................  

  
 H(s)با استفاده از تابع تبدیل اندازه و فاز  .را در نظر بگیرید) 9- 6(مثال  ) :11- 6(مثال 

Vୱبراي  را یکبار = Vୱو بار دیگر براي 5 = 5 cos(2t) مشخص کنید.  
  :مدبدست آ) 9- 6(در مثال  )حل

H(s)= ୗ
5(ୗା1)2 

 
Vୱبنابراین براي  =   :مقدار صفر قرار داد Sباید بجاي  5

H(s)= 0
5(1)

= 0 
  

  .اندازه و فاز تابع تبدیل هر دو برابر صفر هستند
Vୱ(t)براي = 5 cos(2t)  باید بجايS  2مقدارj را قرار داد:  

H(2j)= 2୨
5(2୨ା1)2 = 2୨

5(ି4ା4୨ା1)
= 2୨

5(ି3ା4୨)
   

 

H(2j)= 2∗୨
5∗5ୣ126ౠ = 0/04 e53୨  

 
  .درجه است 53ن و فاز آ 04/0برابر  Hبنابراین اندازه 

.........................................................................................................................................  
  
این مفاهیم به  .ر قسمت بعد مفاهیم صفر و قطب تابع تبدیل توضیح داده خواهند شدد

با  .ما کمک خواهند کرد تا رفتار مدار را در فرکانسهاي مختلف بررسی و تحلیل کنیم
توان رفتار مدار را براي ورودیها و  می ها داشتن تعداد و اندازه مقادیر صفرها و قطب

در طراحی مدارها و  ها کاربرد دیگر صفرها و قطب .ی کردي مختلف پیش بینها فرکانس
  .به تفصیل بررسی خواهند شد باشد که در درس کنترل خطی می ها هکنترل کنند
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  ها تابع شبکه ، صفرها و قطب .4- 6
در دیـدگاه نخسـت بـا    . توان از دو دیدگاه بررسـی کـرد   میرا  ها صفرها و قطب

توان مقادیر حقیقـی و موهـومی صـفرها و     میکمک روابط ریاضی و تبدیلات لاپلاس 
ما را در  ها تعداد و مقادیر صفرها و قطب. نین تعداد آنها را محاسبه کردو همچ ها قطب

 ها دیدگاه دیگر اینست که به مفاهیم صفرها و قطب. کند میطراحی و تحلیل مدار یاري 
وجـی مـدار در   بـه تحلیـل آثـار آنهـا بـر خر      ها توجه شود و با رسم نمودارها و گراف

در نمودارهاي معروف و مشخصی براي تحلیل  ها گراف. ي مختلف بپردازیمها فرکانس
هر نمودار حاوي اطلاعاتی است که بطور گرافیکـی نمـایش داده   . وجود دارند ها شبکه

از کنار هم قرار دادن چند گـراف اطلاعـات و مفـاهیم    . کند میتر  شده و تحلیل را ساده
تـوان رفتـار مـدار را در     مـی بر اساس این اطلاعـات  . شوند میراج آنها مقایسه و استخ

  .ي مختلف بررسی و تحلیل کردها فرکانس
باشند، تابع تبدیل شبکه طبق آنچـه کـه    b(t)و ورودي  a(t)اگر خروجی مدار 

  :قبلاً نیز بیان شد برابر است با

(ܵ)ܪ          ) 8- 6( = ஺(ௌ)
஻(ௌ)

= ௔೘ௌ೘ା௔೘ష1ௌ೘ష1ା⋯ା௔1ௌା௔0
௕೙ௌ೙ା௕೙ష1ௌ೙ష1ା⋯ା௕1ௌା௕0

  

,که  ܽ௠ , … ܽ1 , ܾ0, ܾ1, … , ܾ௡ همگی ضرایب ثابت هستند و مقادیر  0ܽ  و
و سایر اجزا مدار و نحوه قرار گرفتن ها ، خازنها ، سلفها آنها بستگی به مقادیر مقاومت

اگر صورت و مخرج تابع را بصورت . نیز فرکانس مختلط است S. آنها در کنار هم دارد
  :توان بصورت زیر هم نمایش داد میرا  H(S). حاصلضرب جملات تجزیه کنیم

(ܵ)ܪ                                       )     9- 6(  = ܭ ∏ (ௌି௓೔)೘
೔స0

∏ ൫ௌି௉ೕ൯೙
ೕస1

  

تـابع شـبکه نامیـده     "1يهـا  قطـب " هـا  ௝ܲ. عدد ثابت و حقیقی است یک Kکه 
بـه  . دشـو  مـی که به ازاي آنها برابر صـفر  هستند که مخرج تابع شب يو مقادیرشوند  می

عبارت دیگر اگر چند جمله اي مخرج کسـر تـابع تبـدیل را برابـر صـفر قـرار دهـیم،        
ي ها باید جواب ها ي یافتن قطبي تابع تبدیل هستند براها ي حاصل همان قطبها ریشه

ي تـابع شـبکه   هـا  برابر با یکی از قطـب  Sاگر مقدار . را بدست آورد B(S)=0معادله 
                                                                                                                                                                                                            

1 Poles 
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  .گردد میگردد، مقدار تابع شبکه بسیار بزرگ و اصطلاحاً بی نهایت 
 ௜ܼ شوند و به ازاي آنها تابع تبـدیل   میتابع شبکه نامیده  "1صفرهاي"همگی  ها

یعنی اگر فرکانس سیگنال ورودي برابر بـا یکـی از صـفرهاي تـابع     . شود میبرابر صفر 
یا به . تبدیل باشد چندجمله اي صورت تابع تبدیل و خود تابع تبدیل صفر خواهند شد

عبارت دیگر خروجی برابر صفر است و پاسخ مدار هـم در حـوزه فرکـانس و هـم در     
یک تـابع شـبکه کافیسـت     براي یافتن صفرهاي. حوزه زمان مقدار صفر خواهد داشت

ي ایـن  هـا  ریشـه  A(S)=0چندجمله اي صورت تابع تبدیل را برابر صفر قرار دهـیم،  
  .معادله همان صفرهاي تابع شبکه هستند

. باشـد  مـی قطب  nصفر و  mداراي ) 9-6(تابع تبدیل نشان داده شده در رابطه 
( اگر صورت  .دممکن است یک صفر یا یک قطب تابع تبدیل بیش از یکبار تکرار شون

ܵ) تابع تبدیل داراي جمله اي بصورت) یا مخرج − گوئیم تابع تبـدیل   میباشد  ௜)௥ݐ
  .باشد می rاز مرتبه  ௜ݐ) یا قطب( داراي صفر 

  
ي تابع تبـدیل را  ها صفرها و قطب. تابع تبدیل مداري بصورت زیر است). 12-6(مثال

  .بدست آورید

                                       H(S) = 5ௌ2ି20
ௌ2ା4ௌା3  

  :ي صورت و مخرج تابع تبدیل را بصورت زیر تجزیه کردها توان چندجمله اي می) حل
                          A(S) = 5ܵ2 − 20 = 5(ܵ − ݏ)(4 + 4)  

                     B(S) = ܵ2 + 4ܵ + 3 = (ܵ + 3)(ܵ + 1)  

  :    براي یافتن صفرها
                     ܼ2 = 1ܼو         2 = −2        A(S) =0      ⇒  

  :ها براي یافتن قطب
                      2ܲ = B(S) =0     ⇒      1ܲو        3− = −1    

                                                                                                                                                                                                            

1 Zeros 
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  .باشد میبنابراین تابع تبدیل داراي دو صفر و دو قطب همگی از مرتبه یک 
.........................................................................................................................................  

  
P1تابع تبـدیل مـداري داراي دو قطـب در    ). 13-6(مثال = P2و  1− = و یـک   2−

Z1صفر در  = ه پاسخ ضرب. باشد می 1برابر  S =0اندازه تابع تبدیل در . است 0/5−
  .مدار را در حوزه زمان بدست آورید

  
  ، تابع تبدیل برابر است باها با توجه به مقادیر صفرها و قطب) حل

                                         H(S) =K ௌା0/5
(ௌା1)(ௌା2)

  

  باشد بنابراین H(0) =1همچنین باید 

                          K= 4     ⇒       H(0) =K 0/5
1×2 = 1  

  :پس

                                     H(S) = 4 ௌା0/5
(௦ା1)(ௌା2)

  

  :در نتیجه  .باشد می1دانیم لاپلاس تابع ضربه برابر  می
                        X(S)                                     Y(S) = H(S)  

                                         = 4 ௌା0/5
(ௌା1)(ௌା2)

× 1  

                                                  = 4ௌା2
(ௌା1)(ௌା2)

  

  :شود میبا تجزیه به کسرهاي جزئی حاصل 

                                            Y(S) = ௄1
ௌା1 + ௄2

ௌା2  

1ܭ                                  = 4ௌା2
ௌା2 |ௌୀି1 = −2  
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2ܭ                                        = 4ௌା2
ௌା1 |ௌୀି2 = 6  

                                             Y(S) = ି2
ௌା1 + 6

ௌା2  

  :شود میبا تبدیل لاپلاس معکوس از طرفین پاسخ ضربه در حوزه زمان حاصل 
                                        y (t) = -2݁ି௧+6݁ି2௧   

.........................................................................................................................................  
  

رنـد،  ي تابع تبدیل در پاسخ ضربه در حوزه زمان اثـر دا ها همانگونه که دیده شد قطب
بـراي درك بهتـر مفهـوم صـفر و اثـر آن در      . صفرها نیز در خروجی مدار تأتیر گذارند

  .توجه کنید) 14-6(خروجی مدار به مثال 
  

H(S) = ூ౥در مدار زیر تابع تبدیل ).14-6(مثال 

୚౟
  .را بدست آورید 

  

  
  14- 6مدار مربوط به مثال)11- 6(شکل

  
اپذیر با زمان و بدون تزویج هستند معادلات مش همه عناصر مدار خطی و تغییرن )حل

  :نویسیم میرا بطور ذهنی 
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                                                            ܼ௠݅ = ௌ݁  

                          ൥
ܴ + 1

஼ௌ
ି1
஼ௌ

ି1
஼ௌ

1
஼ௌ

+ ܵܮ
൩ ൥

1ܫ

2ܫ
൩ = ൥

௜ܸ

0
൩  

                      ൥
1ܫ

2ܫ
൩ =  ൥

ܴ + 1
஼ௌ

ି1
஼ௌ

ି1
஼ௌ

1
஼ௌ

+ ܵܮ
൩

ି1

൥
௜ܸ

0
൩   

                                       ൤1ܫ
2ܫ

൨ =
቎

1
಴ೄା௅ௌ 1

಴ೄ
1

಴ೄ ோା 1
಴ೄ

቏൥
௏೔

0
൩

ೃ
಴ೄାோ௅ௌାಽ

೎

  

  :باشد، بنابراین می 1݅همان جریان  ௢݅جی خرو

௢ܫ                              =
ቀ 1

಴ೄା௅ௌቁ௏೔
ೃ

಴ೄାோ௅ௌାಽ
಴

= (1ା௅஼ௌ2)௏೔

ோ௅஼ௌ2ା௅ௌାோ
  

  :پس

                                          H(S) = ூ೚

௏೔
= 1

ோ௅஼
 1ା௅஼ௌ2

ௌ2ା ೄ
ೃ಴ା 1

ಽ಴

  

  :باشد میتابع داراي دو صفر 

                           ܼ2 = − ௝
√௅஼

               ܼ1 = ௝
√௅஼

  

ω = 1به عبارت دیگر در فرکانس 
√ ୐େ

پـس  . تابع شبکه داراي یک صفر خواهـد بـود   
1ي سینوسی با فرکانس ها ي وروديرود به ازا میانتظار 

√୐େ
جریان  ،و با هر دامنه دلخواه 

  .مقاومت صفر گردد
.........................................................................................................................................  
  

1فیست فرکانس منبع ولتاژ برابر که تنها کا دیده شد) 14-6(مثال در 
√௅஼

باشد تا جریان  
مقاومت برابر صفر گردد و در این فرکانس اندازه ولتاژ منبع ولتاژ نیـز اثـري نداشـته و    

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   153 

دیگـري نیـز    توان بگونه میاین مدار را . جریان مقاومت همچنان برابر صفر خواهد شد
تـوان بصـورت یـک مـدار      مـی را  خازن و سلفی که موازي هم قرار دارند. تحلیل کرد

RLC دانـیم کـه چنـین مـداري      میاز قبل . موازي با مقاومت بی نهایت درنظر گرفت
ω = 1داراي فرکانس تشدید 

√୐େ
نهایت  بی RLCاست و در این فرکانس مقاومت مدار  

  :موازي برابر است با  LCانس مدار به عبارت دیگر ادمیت. شود می

                                       Y = ௅ܻ + ஼ܻ = 1
௅ௌ

+   ܵܥ

ω = 1و در فرکانس 
√୐େ

  :داریم 

                                              Y = √௅஼
௅௝

+ ௝஼

√௅஼
= 0  

در . شود میبرابر بی نهایت است و مانع از عبور جریان از خود  LCپس امپدانس مدار 
بـه عبـارت دیگـر، در ایـن فرکـانس      . عبور نخواهد کـرد  Rاز مقاومت  نتیجه جریانی

௢ܫ =   .باشد می 0
ω 0یی که نزدیک به ها براي فرکانس = 1

√୐େ
هستند، اندازه تابع تبدیل نزدیک به صفر  

است هرچه فرکانس کار به فرکانس صفر تابع تبدیل نزدیک تر باشد، انـدازه خروجـی   
  .توان دریافت مینیز  )14-6(این نکته را از تابع تبدیل مثال . ستتر ا نیز به صفر نزدیک

فاصله  ω 0از  εانتخاب شود که به اندازه  ω 0فرض کنید فرکانسی نزدیک به فرکانس 
  :عددي بسیار کوچک است ε .دارد

                         1߱ = ߱0 + ߝ = 1
√௅஼

+   ߝ

1ه در صفحه قبل استفاده کرده و بجـاي  بدست آمد H(s)حال از رابطه 
௅஼

و 0߱2 مقـدار  
=Sعبارت  Sبجاي  ݆ 1߱ = ݆(߱0 +    :آنگاه. را قرار می دهیم (ߝ

H(j߱1) = 1
ோ

ቆ ି(ఠ0ାఌ)2ାఠ02

ି(ఠ0ାఌ)2ା(ഘ0శ ഄ)ೕ
ೃ಴ ାఠ02ቇ   

= 1
ோ

ቆ ିఌ2ି2ఠ0ఌ

ିఌ2ି2ఠ0ఌା(ഘ0శഄ)ೕ
ೃ಴

ቇ                
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بسیار نزدیک به صفر است در حالیکه مخـرج کسـر عـددي     H(݆߱ 1)مقدار صورت 
نزدیـک بـه صـفر     ω 1مختلط و نسبتاً بزرگ است پس اندازه تابع تبدیل در فرکـانس  

فرکـانس بـه    تـوان گفـت کـه هرچـه     می ها و سیستم ها بطور کلی در تمام شبکه. است
فرکانس صفر تابع تبدیل نزدیک شود، اندازه خروجی کوچکتر شده و به صفر نزدیـک  

ایـن اسـتدلال در طراحـی    . شـود  مـی ها اسـتفاده  داراز این نکته در طراحی م. گردد می
  .مدارهاي صافی نقش مهمی دارد

ا مدار صافی مداري است که سیگنال ورودي را از یک طرف دریافت کرده و با حذف ی
مثلاً . فرستد میآن را به خروجی  ها کوچک کردن اندازه سیگنال تنها در بعضی فرکانس

توان یک مدار صافی طراحی کرد که سیگنال ورودي آن داراي چند فرکانس مختلف  می
بدون تغییر زیاد به  ها باشد ولی در سیگنال خروجی یک فرکانس حذف و بقیه فرکانس

  .خروجی منتقل شوند
که در بازوي سـري یـک شـبکه نردبـانی قـرار دارد، در       LCدید موازي یک مدار تش

بطور مشابه هـر دو از تشـدید   . آورد میفرکانس تشدید خود یک صفر انتقال به وجود 
که در بازوي موازي یک شبکه نردبانی قرار گیرد، در فرکانس تشدید خـود   LCسري 

 .کند مییک صفر در تابع انتقال ایجاد 
  

اسـتفاده کنیـد و یـک     1mHتوجه به آنچه در بالا گفته شد از دو سلف  با). 15-6(مثال
ω 1ي ها مدار صافی طراحی کنید که در فرکانس = ω 2و  50 = ، از تابع تبدیل  200

 .صفر داشته باشد
  

  :داشته باشیم 200و  50ي ها لازم است که دو مدار تشدید با فرکانس )حل

1ܥ1ܮ      ⇒                         = 1
2500    50 = 1

ඥ௅1஼1
  

  :با توجه به فرض مسئله
1ܮ     = 1௠ு  1ܥ، پس = 400௠ி  

  :باید 200همچنین براي فرکانس 
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2ܥ2ܮ        ⇒                    = 1
40000    200 = 1

ඥ௅2஼2
  

 L2=1mH  ,   C2 = 25mF                                        

  :مدار صافی به شکل زیر خواهد شد

  
  200و  50ي ها مدار صافی با دو صفر در فرکانس)12-6(شکل 

..................................................................................................................................................................  
  

  .را محاسبه کنید H(S)را در نظر گرفته ، تابع تبدیل ) 12-6(مدار شکل). 5-6(تمرین
تابع  200و 50ي ها آیا در فرکانس. و خروجی ولتاژ مقاومت است Vورودي منبع ولتاژ 

  .شود میتبدیل صفر 

  ي طبیعی شبکهها و فرکانس ها قطب 5- 6
بعضی از کاربردهاي آن را در  ر بررسی کرده وي شبکه را بیشتها طبخواهیم ق میحال 

ي هـا  همانگونه که گفته شـد قطـب  . طراحی و تحلیل مدارها با چند مثال مشاهده کنیم
خرج تابع تبدیل هستند و مقادیري که به ازاي آنها م B(S)= 0ي معادله ها شبکه ریشه
  .کند مینهایت میل  و اندازه تابع تبدیل به سمت بی شود میبرابر صفر 

اگر معادلات حلقه . ي طبیعی شبکه را یاد گرفتیم ها در فصل قبل نحوه محاسبه فرکانس
مش یا گره و یا حتی معادلات حالـت را بـه شـکل ماتریسـی بنویسـیم و       ،ست کاتو 
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ي طبیعـی  ها ي حاصل همان فرکانسها دترمینان ماتریس را برابر صفر قرار دهیم ، ریشه
   :توان ثابت کرد می. مدار هستند

. نس طبیعی متغیر شبکه متناظر استهر قطب تابع شبکه ، یک فرکا: قضیه
ورودي و  X(t)خروجی و  y(t)دارد که اگر  میقضیه فوق بیان 

(ܵ)ܪ = ௒(ௌ)
௑(ௌ)

ي ها ، فرکانس H(S)ي ها تابع تبدیل باشد، آنگاه قطب 
ثال براي فهم بهتر این قضیه به م. باشند می Y(t)طبیعی مربوط به خروجی 

  .توجه کنید) 16- 6(

اگر ولتاژ دو سر مقاومت . را در نظر بگیرید) 5-5(مدار شکل ) : 16- 6(مثال 
1ఆ  راV(t) قرار دو سر منبع یل را امپدانس مدار دیده شده از و تابع تبد

(ܵ)ܪتابع تبدیل  ،دهیم = ௏(ௌ)
ூ(ௌ)

ي ها ي آنرا با فرکانسها را یافته و قطب 
  .محاسبه شدند، مقایسه کنید) 5- 5(در مثال طبیعی مدار که 

  

ي سري و موازي استفاده کرده، امپدانس معادل از ها از روابط امپدانس) حل
  :کنیم میدید منبع جریان را محاسبه 

1ܼ:                   امپدانس معادل سلف و مقاومت سري = 4ఆ + 4ܵ 

  : 1ܼموازي با امپدانس  2ஐامپدانس معادل مقاومت 
ܼ2 = 2ఆ ∥ 4(1+S)= 

4(ௌା1)
2ௌା3                                                                 

  : Z2سري با  1Fامپدانس معادل خازن 
ܼ3 = 1

஼ௌ
+ ܼ2 = 1

ௌ
+ 4(ௌା1)

2ௌା3 = 4ௌ2ା6ௌା3
ௌ(2ௌା3)

   
  :امپدانس معادل کل دیده شده از منبع جریان

(ܵ)ܪ = 1ఆ ∥ ܼ3 = ௓3
1ା௓3

= 4ௌ2ା6ௌା3
6ௌ2ା9ௌା3   

  :باید مخرج را برابر صفر قرار داد ها براي محاسبه قطب
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6ܵ2 + 9ܵ + 3 = 0       1ܲ = −1      ,      2ܲ = − 1
2               

) 5-5(ثـال  ي طبیعی هستند که در مها دقیقاً مساوي با همان فرکانس ها این قطب
  .بدست آمدند

..................................................................................................................  

  

 4ஐو خروجـی ولتـاژ مقاومـت     ୱ݅ورودي ) 13-6(در مدار شکل ) 6-6(تمرین 
  .ع تبدیل را محاسبه کنیدي تابها تابع تبدیل را بدست آورید و قطب. باشد می

 

  6-6مدار مربوط به تمرین)13- 6(شکل
  

دیده شد که تابع شبکه داراي دو قطـب اسـت کـه دقیقـاً برابـر      ) 16-6(در مثال 
خواهیم عکس این قضـیه را بررسـی    میحال . ي طبیعی شبکه هستندها مقادیر فرکانس

ب تـابع تبـدیل آن   توان گفت که هر فرکانس طبیعی یک شبکه ، یـک قط ـ  میآیا . کنیم
  :به مثال زیر توجه کنید. شبکه است؟ پاسخ این سوال منفی است

  
. را در نظـر بگیریـد  ) 14-6(مدار خطی و تغییرناپذیر با زمان شکل) 17-6(مثال 

H(S)و تـابع شـبکه    معادلات حالت را بنویسـید  = ୉1(ୗ)
୍౏(ୗ)

پاسـخ  . را بدسـت آوریـد   
. را بدسـت آوریـد   e1ي طبیعـی متغیـر   هـا  ورودي صفر را نیز محاسبه کنید و فرکانس
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  .باشند می i(0ି)و  V(0ି)مقادیر اولیه ولتاژ خازن و جریان سلف 

  
 

  17-6مدار مربوط به مثال) 14- 6(شکل
  

. ل نگـردد ولی سلف را شـام  کنیم که شامل خازن باشد میدرختی انتخاب  )حل
 ست کاتمعادله . با خطوط پررنگ تر مشخص شده است) 13-6(این درخت در شکل 

  :اساسی بصورت زیر است
ܥ   ௗ௏

ௗ௧
+ ݅ − ݅ௌ = 0                                                             

  :و معادله حلقه اساسی که شامل سلف است
ܮ  ௗ௜

ௗ௧
+ (1 × ݅) − ܸ − 1(݅ௌ − ݅) = 0                                             

  :بنابراین معادلات حالت 

቎
ௗ௏
ௗ௧
ௗ௜
ௗ௧

቏ = ቂ0 −1
1 −2ቃ ቂܸ

݅ ቃ + ቂ1
1ቃ iS                                                    

  
  :آنگاه در نظر بگیریم ، i(0ି) و  V(0ି)اگر حالات اولیه خازن و سلف را 

ቂ ܵ 1
−1 ܵ + 2ቃ ൤

(ݏ)ܸ
൨(ܵ)ܫ = ቂ1

1ቃ ௌܫ + ൤ܸ(0ି)
݅(0ି) ൨   

براي محاسبه تابع تبدیل، تنها ورودي مهم است و حالات اولیه صفر فرض ) الف
  :شوند میبنابراین با صفر کردن شرایط اولیه معادلات بصورت زیر تبدیل .شوند  می

ቂ ܵ 1
−1 ܵ + 2ቃ ൤ ௌܸ

ௌܫ
൨ = ቂ11ቃ                                                             ௌܫ

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   159 

൤ ௌܸ
ௌܫ

൨ =
ቂௌା2 ି1

1 ௌ ቃ

ௌ2ା2ௌା1 ቂ1
1ቃ ௌܫ =

ቂௌା1
ௌା1ቃ

(ௌା1)2                                                ௌܫ

൤
ܸ(ܵ)
(ܵ)ܫ ൨ = ൥

1
ௌା1

1
ௌା1

൩                                                                  (ܵ)ௌܫ

 
بدسـت   E1(S)رابطـه اي بـراي    را براي حلقه بیرونی مدار بنویسیم،  KVLاگر

  :آید می
−݁1 + ܮ ௗ௜

ௗ௧
+ ܴ݅ = 0                                                                

݁1 = ௗ௜
ௗ௧

+ ݅                                                                                       

(ܵ)1ܧ = ܫܵ + ܫ = ݏ) +                                                              ܫ(1
  :از طرفی از معادلات حالت بدست آمد

(ܵ)ܫ                                                                        = ூೄ(ௌ)
ௌା1   

  :راین تابع تبدیل برابر است با بناب
(ܵ)ܪ = ா1(ௌ)

ூೄ(ௌ)
= ௌା1

ௌା1 = 1                                               

کرده و با  را صفر  iୱبراي محاسبه پاسخ ورودي صفر، منبع جریان ورودي ) ب 
بعنوان مقادیر حالت اولیه مدار ، از معـادلات حالـت    i(0ି)و  V(0ି)در نظر گرفتن 

  :کنیم میاستفاده 
ቂ ܵ 1
−1 ܵ + 2ቃ ൤

ܸ(ܵ)
(ܵ)ܫ ൨ = ൤ܸ(0ି)

(0ି)ܫ ൨                                                  

  :در نتیجه

൤
V(S)
I(S) ൨ =

ቂୗା2 ି1
1 ௌ ቃ

(ୗା1)2 ൤V(0ି)
i(0ି) ൨                                                     

ܸ(ܵ) = (ௌା2)௏(0ష)ି௜(0ష)
(ௌା1)2                                                          

(ܵ)ܫ = ௏(0ష)ାௌ௜(0ష)
(ௌା1)2                                                                

  :با تجزیه جملات فوق به کسرهاي جزئی
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ܸ(ܵ) = ௏(0ష)
ௌା1 + ௏(0ష)ି௜(0ష)

(ௌା1)2                                                    

(ܵ)ܫ = ௜(0ష)
ௌା1 + ௏(0ష)ି௜(0ష)

(ௌା1)2                                                       

  :شود میبا تبدیل لاپلاس معکوس حاصل 
  t ≥ (ݐ)ܸبراي  0 = ܸ(0ି)݁ି௧ + ൫ܸ(0ି) − ݅(0ି)൯ି݁ݐ௧    

  t ≥ (ݐ)݅      براي0 = ݅(0ି)݁ି௧ + ൫ܸ(0ି) − ݅(0ି)൯ି݁ݐ௧  

  :حلقه خارجی مدار KVLبا کمک معادلات 
(ݐ)1݁ = ௗ௜

ௗ௧
+ ݅ = −݅(0ି)݁ି௧ + ൫ܸ(0ି) − ݅(0ି)൯݁ି௧ − ௧൫ܸ(0ି)ି݁ݐ − ݅(0ି)൯  

t≥ (ݐ)1݁                      براي  0 = ൫ܸ(0ି) − ݅(0ି)൯݁ି௧  

  .باشد می -1داراي فرکانس طبیعی  e1(t)بنابراین 
.........................................................................................................................................  

  

باشد ولی تابع  می 1݁فرکانس طبیعی  - 1مشاهده کردید که ) 5- 6( در مثال
توان گفت هر قطب یک تابع شبکه،  میبطور خلاصه . تبدیل چنین قطبی ندارد

ه متناظر است اما لزومی ندارد که هر فرکانس یک فرکانس طبیعی متغیر شبک
طبیعی یک متغیر شبکه، یک قطب تابع شبکه اي باشد که این متغیر شبکه 

  .خروجی آن تابع شبکه است

  ي طبیعی با کمک تابع شبکهها یافتن فرکانس 6- 6
مفهوم فرکانس طبیعی یک شبکه و فرکانس طبیعی یک متغیر ) 5(در فصل 

همانگونه که گفته شد، ممکن است متغیري از شبکه  .شبکه تعریف گردیدند
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داراي یک دسته فرکانس طبیعی باشد ولی متغیر دیگري در شبکه بتوان یافت 
همچنین تعریف کردیم که . ي طبیعی آن متفاوت باشندها که فرکانس

، ست کاتاگر معادلات . ي طبیعی هر ولتاژ یا جریان شبکه هستندها فرکانس
نوشته و دترمینان دستگاه معادلات را برابر صفر قرار  حلقه، مش یا گره را

عکس این مطلب نیز صادق است  .آیند میي طبیعی بدست ها دهیم، فرکانس
. یعنی هر فرکانس طبیعی شبکه، یک صفر دترمینان دستگاه معادلات است

ي طبیعی یک شبکه تنها توپولوژي شبکه و مقادیر ها عامل تعیین کننده فرکانس
تریکی آن هستند و منابع مستقل ولتاژ یا جریان تأثیري در آنها عناصر الک

ي طبیعی از پاسخ ورودي ها کنیم که براي یافتن فرکانس مییادآوري . دنندار
ي ها صفر استفاده کردیم زیرا منابع مستقل ورودي تأثیري در مقادیر فرکانس

ي، با کمک حال با توجه به بی تأثیر بودن منابع مستقل ورود. طبیعی ندارند
ي طبیعی شبکه پیشنهاد ها تابع تبدیل روش دیگري براي یافتن فرکانس

. اي را صفر کنیم فرض کنید تمام منابع مستقل ولتاژ و جریان شبکه. کنیم می
منظور از صفر کردن منبع ولتاژ اینست که بجاي آن یک اتصال کوتاه قرار 

باشد اگر تمام  میکردن آن صفر کردن منبع جریان نیز به معناي مدار باز . دهیم
منابع جریان را مدار باز و تمام منابع ولتاژ شبکه اي را اتصال کوتاه کنیم، 

گردد که هیچ تحریک یا منبع مستقل ندارد و آنرا  میشبکه اي حاصل 
  .نامیم می "شبکه بی تحریک "اصطلاحاً 

و ي طبیعی یک شبکه تنها به توپولوژي ها همانطور که گفته شد، فرکانس
ي الکتریکی شبکه بستگی دارد و مقادیر و محل منابع مستقل ها المان مقادیر

توان در دو  میدر نتیجه . ي طبیعی ندارندها جریان یا ولتاژ اثري در فرکانس
. بی تحریک، یک منبع جریان یا ولتاژ  مستقل اضافه کرد نقطه دلخواه از شبکه

انتخاب کرده هر سر منبع  براي اعمال یک منبع جریان، دو گره از مدار را
همچنین براي اعمال یک منبع . کنیم میجریان را به یکی از این دو گره وصل 
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کنیم و هر سر منبع  میولتاژ، یک شاخه از شبکه را انتخاب کرده، آنرا قطع 
بعبارت دیگر منبع ولتاژ . گردد میشاخه بریده شده وصل ولتاژ به یک سر از 

اگر منبع جریان و ولتاژ به اینصورت به . یردگ میبطور سري در آن شاخه قرار 
گردد و در نتیجه  میمدار ایجاد ن یمدار اضافه شوند، تغییري در توپولوژي اصل

با صفر کردن این منابع اضافه  .ي طبیعی بدون تغییر خواهند ماندها فرکانس
بنابراین براي . دشو میشبکه بی تحریک اولیه حاصل  شده نیز دوباره همان

منبع  توان به تعداد دلخواه میي طبیعی یک شبکه همواره ها فرکانساسبه مح
ي طبیعی ها براي یافتن فرکانس. تحریک اضافه کرد جریان یا ولتاژ به شبکه بی

توان به اینصورت عمل کرد که ابتدا تمام منابع مستقل جریان و  مییک شبکه 
حال نقطه اي از . کنیمتحریک تبدیل  را صفر کرده، آنرا به یک شبکه بیولتاژ 

کنیم و امپدانس  میشبکه بی تحریک را انتخاب کرده و یک منبع به آن اعمال 
براي محاسبه . کنیم میشود محاسبه  مییا ادمتیانسی را که توسط منبع دیده 

ادمتیانس یا امپدانس کافیست تابع تبدیلی را بدست آوریم که نسبت جریان به 
) الف(در قسمت . را در نظر بگیرید) 15- 6(شکل. دباش میولتاژ یا برعکس 

وجود  شود که هیچ منبع ولتاژ یا جریانی در آن مییک شبکه بی تحریک دیده 
  .یک منبع جریان به شبکه اضافه شده است) ب(در قسمت. ندارد

           
 )ب)                                                       (الف(

  )ب(و همان شبکه با اضافه کردن یک منبع جریان) الف(ی تحریکیک شبکه ب)15- 6(شکل
  

  : امپدانس معادل شبکه از دید منبع جریان برابر است با
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)6 -10(  ܼ(ܵ) = ௏(ௌ)
ூೄ(ௌ) =  (௏(௧))

 ൫௜ೄ(௧)൯
= 

ي طبیعی با کمک تابع تبدیل، باید نقطه ها وفرکانس بطور خلاصه در روش محاسبه
جریانی به شبکه، تابع تبدیل ی در شبکه یافته و با اعمال منبع ولتاژ با تحریک مناسب

توان نشان داد که  می. ه شده توسط منبع را بدست آوردانس یا امپدانس معادل دیدادمیت
ي تمام توابع امپدانس و ادمتیانس شبکه ها ي طبیعی شبکه برابر قطبها تمام فرکانس

ي ها یک مناسب در شبکه و محاسبه قطبهمچنین با انتخاب یک نقطه تحر. است
  .شوند میي طبیعی شبکه محاسبه ها امپدانس و ادمتیانس آن، تمام فرکانس

  

و ) 1(را در نظر گرفته، یک منبع جریان مستقل بین گره) 4- 5(مدار شکل) 18- 6(مثال 
 .ي طبیعی را از طریق محاسبه تابع امپدانس بدست آوریدها زمین اعمال کرده، فرکانس

  .تبدیل خواهد شد) 16- 6(با اعمال منبع جربان، مدار به شکل ) حل

  
  )16-6(شکل 

  :و زمین ) 2(امپدانس خازن و مقاومت موازي بین گره 

ܼ1 = ܴఆ ∥ 1
஼ௌ

= 1
ௌା1                                                          

www.it98.ir
W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

)          2(مدارهاي الکتریکی   164 

  : Z1 و) ) 2(و) 1(بین دو گره(امپدانس ترکیب سري خازن 

ܼ2 = 1
஼ௌ

+ ܼ1 = 1
ୗ

+ 1
ୗା1 = 2ୗା1

ୗ(ୗା1)
  

  :امپدانس دیده شده از دو سر منبع جریان 

       ܼ = 1
ୌ

∥ ١ ∥ ܼ2 = 1
ୗ

 ∥ 1 ∥  2ୗା1
ୗ(ୗା1)

=   2ௌା1
3ௌ2ା4ௌା1                             

  :ي تابع تبدیل ها براي محاسبه قطب

                                          3S2 + 4ܵ + 1 = 0             

                           2ܲ = − 1
1ܲو                                  3 = −1  

  .هستند) 4- 5(ي طبیعی حاصل از مثال ها ي حاصل، دقیقاً برابر با فرکانسها قطب
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  مسائل فصل ششم
  
  .بدست آورید را) 1- 6م(امپدانس ورودي مدار شکل- 1

  
 )1-6م(شکل

  
  .را بدست آورید) 2- 6م(ر شکلادمتیانس ورودي مدا- 2

  
)2-6م(شکل  
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  .را محاسبه کنید) 3- 6م(امپدانس ورودي مدار شکل- 3 

  
)3-6م(شکل  

 

(ܵ)ܪتابع انتقال - 4 = ௏٢(ௌ)
௏١(ௌ) بدست آورید )4- 6م(را در مدار شکل.  

  
)4-6م(شکل  
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  .را بدست آورید) 5- 6م(ر شکلال ولتاژ مداتابع شبکه انتق- 5

  
)5-6م(شکل  

 
را ) 6- 6م(و منبع جریان نشان داده شده در شکل i(t)رابطه دیفرانسیلی بین جریان- 6

  .بیابید

  
)6-6م(شکل  
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  :روابط دیفرانسیلی زیر را بیابید) 7- 6م(براي مدار شکل- 7

 (ݐ)ௌ݅و (ݐ)٣ܸرابط دیفرانسیلی بین  )1(

  (ݐ)ௌ݅و  (ݐ)٢ܸ رانسیلی بینرابط دیف )2(

  
)7-6م(شکل   
 

  را بدست آورید V(t)و ولتاژ ) 8- 6م(رابط دیفرانسیلی بین منابع موجود در شکل- 8

  
)8-6م(شکل  
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(ܵ)ܪتابع شبکه - 9 = ௏(ௌ)
ூ(ௌ)

  .محاسبه کنید) 9- 6م( را براي مدار شکل 

  
)9-6م(شکل  

 
,ܴمقادیر  )10- 6م( در مدار شکل- 10 ,٢ܥ ,١ܥ ٢ܮ , را چنان بیابید که تابع انتقال  ١ܮ

(ܵ)ܪبصورت  = ௏٢(ௌ)
௏١(ௌ) = ൫ௌ٢ା١൯൫ௌ٢ା٤൯

௔ ௌ٤ା௕ௌ٣ା஼ௌ٢ାௗௌା٨
  .شود 

  
)10-6م(شکل  
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چقدر باشد تا امپدانس انتقالی مدار مستقل از  ߙمقدار )١١- 6م(در مدار شکل- 11
  .شدفرکانس با

  
)11-6م(شکل  

  

(ܵ)ܪتابع انتقال - 12 = ௏٢(ௌ)
ூ(ௌ)

 و صفرها. بدست آورید )١٢-٦م( را در مدار شکل 
  .را بیابید (ܵ)ܪقطبهاي 

  
)12-6م(شکل  
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  :)١٣-٦م( براي مدار شکل- 13

(ܵ)ܪتابع شبکه  )١( = ௏೚(ௌ)
ூ(ௌ)

در مورد فرکانسهاي طبیعی شبکه . را بدست آورید 
 وان گفت؟ت میچه 

٢ܫفرکانسهاي طبیعی متغیرهاي شبکه  )٢( ,  .و جریانهاي سلفها را بدست آورید ١ܫ
௅١ܫاگر 

(٠) =  توان گرفت؟ میباشد، چه نتیجه اي  (٠)௅٢ܫ٢

  
)13-6م(شکل  

 
را چنان تعیین کنید که تمامی قطبهاي تابع شبکه  Kمقدار ) 14- 6م(در مدار شکل- 14

(ܵ)ܪ = ௏೚(ௌ)
௏ೄ (ௌ)

  .قرار گیرند jωبر روي محور  

  
)14-6م(شکل  
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(ܵ)٢ܪتوابع شبکه ) ١٥- ٦م(براي مدار شکل- 15 = ௏٢(ௌ)
ூೄ(ௌ) , (ܵ)١ܪ = ௏٢(ௌ)

ூೄ(ௌ)  را بدست
 فرکانسهاي طبیعی این مدار را نیز بدست آورده و ارتباط آنها را با قطبهاي تابع. آورید
,(ܵ)٢ܪشبکه    .توضیح دهید (ܵ)١ܪ

  
)15-6م(شکل  

  

2ܲبرابر  Z(S) قطبهاي امپدانس ورودي )١٦- ٦م( در مدار شکل- 16 = −3, 1ܲ = و  1−
2ܵصفرهایش  = −4, ܵ1 =   :را بدست آورید 1ܴمقدار مقاومت . است 2−

  )16- 6م(شکل
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  فصل هفتم

  ها دو قطبی

  اهداف 
 :ودقادر خواهد بدر پایان فصل، دانشجو 

 .قطبی و دوقطبی را توضیح دهد مفاهیم شبکه تک .1

 .هاي امپدانس و ادمیتانس نمایش دهد یک شبکه دوقطبی را با ماتریس.2

 .یبرید و انتقال را توضیح داده، بنویسدها  ماتریسهاي .3

 .هاي مختلف آنها را بنویسد ي حاصل از ترکیبها ماتریسهاي دوقطبی. 4

  .ه هم تشریح کندبرا  نحوه تبدیل ماتریسهاي دوقطبی. 5
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  مقدمه 1- 7
رفتـار   .روش یافتن مدار معادل تونن توضـیح داده شـد   1در درس مدارهاي الکتریکی 

تـوان آنهـا را    مـی بطوریکـه   ،باشـد  مـی مدار معادل تونن دقیقا مشابه رفتار مدار اصلی 
مهـم   اه ـ در تحلیل مدار معادل تونن تنها جریان و ولتاژ پایانـه . جایگزین یکدیگر نمود

ي این چنینی ها شبکه. و ولتاژهاي درون مدار کاري نداریم ها هستند و به مقادیر جریان
. شـوند  مـی نامیـده   "قطبـی  تـک "ي هـا  شـبکه  ،باشند میکه تنها داراي یک جفت پایانه 

ي هـا  رونـد همگـی شـبکه    میبلندگوها و سایر مدارهایی که بعنوان مصرف کننده بکار 
ي هـا  شـبکه  ،یی که داراي دو جفت پایانه هسـتند ها ه شبکهبطور مشاب. هستند قطبی تک

معمولا یـک جفـت پایانـه بعنـوان ورودي و      .شوند مینامیده  "دو دهنه"یا  "دو قطبی"
 هـا  فیلترهـا و تقویـت کننـده    ،ها صافی. روند میجفت پایانه دیگر بعنوان خروجی بکار 

بررسـی و   قطبـی  تـک ي هـا  در این فصل ابتدا شبکه. ي دو قطبی هستندها همگی شبکه
ي دو قطبـی  هـا  به بررسـی شـبکه   ،ي شبکهها شوند و سپس با تعریف پارامتر میتحلیل 

  .پردازیم می

  :قطبی تکي ها کهشب 2- 7
در هنگام کاربرد مدار معادل تـونن تنهـا   . مدار معادل تونن یک مدار را در نظر بگیرید

تند و مهـم نیسـت کـه مـدار     چیزهایی که اهمیت دارند ولتاژ و جریان دو پایانه آن هس
نیز تنها ولتاژ و  قطبی تکي ها در شبکه. باشد میشامل چند مقاومت و یا چه ساختاري 

به همـین  . مهم هستند و جزییات و متغیرهاي داخل مدار اهمیتی ندارند ها جریان پایانه
بوسـیله   قطبـی  تکیک . کنند میرا جعبه سیاه فرض  قطبی تکدلیل معمولا مدار داخلی 

رابطه بین . گردد میدو سر قطب توصیف  vو ولتاژهاي متناظر  iمام جریانهاي ممکن ت
شکل  .توان بصورت تابع ادمیتانس یا امپدانس نمایش داد میرا  قطبی تکولتاژ و جریان 

منظـور از   .دهـد  میخطی و مدار معادل تونن آن را نمایش  قطبی تکیک شبکه ) 7-1(
  .آن اجزاي خطی یا منابع مستقل هستند شبکه خطی شبکه اي است که عناصر

  

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 175       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  شبکه تونن معادل آن) ب(و  قطبی تکشبکه ) الف). (1-7(شکل 

  
شبکه در حال استراحتی است که از صفر قرار دادن تمام شرایط اولیه و منابع  ، 0ܰ

مقاومتهاي  ، Nاگر تمام عناصر بکار رفته در شبکه . شود میحاصل  Nمستقل در شبکه 
تنها یک  0ܰتوان بجاي شبکه در حال استراحت  می ،منابع مستقل باشندخطی و 

دهد که شامل  میرا نمایش  قطبی تکیک شبکه ) 2- 7(شکل . مقاومت ساده قرار داد
  .سلف و خازن خطی است ،مقاومت

  

       
  

  )ب()                                              الف(                            
قطبی تکنمایش بصورت شبکه ) ب(یک مدار دوپایانه با عناصر خطی، ) الف) (2-7(شکل   

  
توان رابطه بین ولتاژ و جریان  می) الف- 2- 7(با محاسبه تابع تبدیل امپدانس مدار شکل 

  :امپدانس معادل خازن و مقاومت موازي برابر است با. را نمایش داد قطبی تک
)7 -1(  Z1 = R|| 1

ୌ
=

2
౏

2ା1
౏

= 2
2ୗା1   

  :امپدانس کل مدار برابر خواهد شد با
Z = LS + Z1 = 5S + 2

2ୱା1   
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)7 -2(  Z=10ୗ2ା5ୗା2
2ୗା1 

 
  .تابع ادمیتانس را بدست آورید) الف- 2- 7(براي مدار شکل ):1- 7(تمرین 

  
بین  با محاسبه تابع ادمیتانس رابطه. زیر را در نظر بگیرید قطبی تکشبکه ): 1- 7(مثال 

  .ولتاژ و جریان آنرا نمایش دهید

  
  )1-7(مربوط به مثال  قطبی تکشبکه ) 3-7(شکل 

  
  :سلف و خازن ،ادمیتانس معادل ترکیب موازي مقاومت) حل

Y1 = CS || ١
୐ୗ

 ||  ١
ୖ

= CS + ١
୐ୗ

+ ١
ୖ

                                             
 

Y١ = ٢ܵ + ١
٤ௌ

+ ١ = ٨ௌ٢ା٤ௌା١
٤ௌ

                                              
 :و ادمیتانس معادل کل مدار

1
ଢ଼

= 1
ଢ଼1

+ ܴ = 4ௌ
8ௌ2ା4ௌା1 + 1  

  

Y = S2+0/5 S+0/125
S2+S+0/125                                                       

.........................................................................................................................................  
  

توان بصورتهاي متفاوت  می قطبی تکبراي یافتن تابع ادمیتانس یا امپدانس یک شبکه 
روش اول اینست که بجاي هر عنصر الکتریکی امپدانس معادل آنرا در حوزه . عمل کرد
به ترتیب  Rو مقاومت  Cو خازن  Lیعنی بجاي سلف . ادقرار د Sفرکانس 
LS ، 1ي ها امپدانس

୐ୗ
سپس با استفاده از . گذاشته و منابع مستقل را صفر کنیم Rو  

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 177       )    2(مدارهاي الکتریکی 

امپدانس معادل آنها را بدست  ،روابط مربوط به ترکیبات سري و موازي امپدانسها 
  .امپدانس تک تک آنهاست. آوریم

را قرار  Sر عنصر ادمیتانس معادل آن در حوزه فرکانس روش دیگر اینست که بجاي ه
1ي ها به ترتیب ادمیتانس Rو مقاومت  Cخازن  ، Lبجاي سلف . داد

ୖ
، ܵܥ و 1

୐ୗ
استفاده  

  .منابع مستقل را صفر کرده و ادمیتانس معادل کل مدار را بدست آوریم ،کرده
اینست که یک منبع ولتاژ  قطبی تکراه سوم براي محاسبه تابع ادمیتانس یا امپدانس یک 

وصل کرده و با کمک یکی از روشهاي حل مدار که در  قطبی تکیا جریان به دو پایانه 
را بدست  قطبی تکفصلهاي قبلی ارائه گردیده است رابطه بین ولتاژ و جریان ورودي 

متصل به یک منبع ولتاژ یا جریان دیده  قطبی تکشبکه ) 4- 7(در شکل .آوریم می
  .دشو می

  
  )            ب)                                                                (الف(                    

  شود میکه با منبع ولتاژ و جریان تحریک  قطبی تکیک شبکه ). 4-7(شکل 

  
مدار را . کنیم میوصل  قطبی تکرا به شبکه  Vمنبع ولتاژ دلخواه ) الف- 4- 7(در شکل 

  :ادمیتانس شبکه برابرست با. آوریم میرا بدست  Iکرده و رابطه حل 
                     )7 -3(  Y(s)= ୍(ୱ)

୚(ୱ)
 

را  قطبی تکتوان مدار را حل کرده و تابع امپدانس  مینیز ) ب- 4- 7(با توجه به شکل
  :بدست آورد

                     )7 -4(  Z(s)=୚(ୱ)
୍(ୱ)

 
  

از . هستند قطبی تکنمایانگر ارتباط ولتاژ و جریان  قطبی تکمپدانس توابع ادمیتانس یا ا
را یا به ازاي  قطبی تکولتاژ  ،توان استفاده کرد تا به ازاي جریان ورودي میاین توابع 

اگر مدار داراي منابع ولتاژ یا جریان . را بدست آورید قطبی تکجریان  ،ولتاژ ورودي
منابع مستقل موجود در مدار باعث . ند شدروابط کمی متفاوت خواه ،مستقل باشد
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 178       )    2(مدارهاي الکتریکی 

در این حالت ولتاژ . ایجاد شود قطبی تکدر دو پایانه شبکه  V௢شوند که یک ولتاژ  می
  :برابر است با V(s) قطبی تکدهنه شبکه 

  
                     )7 -5(  V(s)=Z(s) I(s)+V୭(s) 

  
این ولتاژ . باشد می I(s)=0ه وقتی که مربوط به منابع مستقل موجود در شبک V୭(s)که 

بطور . باز نگه داشتن دهنه شبکه و بدون اعمال منبع خارجی قابل محاسبه استبا مدار 
  :مشابه براي تابع ادمیتانس شبکه داریم

                     )7 -6(  I(s)=Y(s) V(s) +I୭(s) 
  

این . است V(s)=0با وجود  جریان ناشی از منابع مستقل موجود در مدار I୭(s)که 
و بدون اعمال هیچ منبع  قطبی تکجریان همان جریان اتصال کوتاه دو پایانه شبکه 

  .باشد میخارجی 

  :ي دو قطبیها شبکه 3- 7
ابتدا . حاصل شده است قطبی تکي ها هاي دو قطبی از تعمیم مفهوم شبکه شبکه
یا (تلف است و چهار سر اي را در نظر بگیرید که داراي عناصر الکتریکی مخ شبکه
این شبکه را در . از آن خارج شده و تنها راه ارتباطی این شبکه با بیرون است) سیم

  .نامیم می "شبکه چهار سر"قابل مشاهده است و آنرا یک ) 5- 7(شکل 
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 179       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

  
  2ᇱو  2و  1ᇱو  1 یک شبکه چهار سر با سرهاي). 5-7(شکل 

  
  :براي شبکه چهار سر بصورت زیر نوشت را KCLو KVLتوان روابط  می
  

)7 -7(  
KCL:   ݅1(ݐ) + ݅1ᇲ(ݐ) + (ݐ)2݅ + ݅2ᇲ(ݐ) = 0  

(ݐ)11ᇲݒ    :ܮܸܭ + (ݐ)21ݒ − (ݐ)22ᇲݒ − (ݐ)2ᇲ1ᇲݒ = 0     
 

زیر ي ها حال اگر محدودیت. روابط فوق در همه لحظات زمان صحیح و معتبر هستند
  .نامند می "دو دهنه"یا  "دو قطبی"شبکه را  ،را نیز به این شبکه چهار سر اضافه کنیم

  

)7 -8(  i1ᇲ(t) = −i1(t)   
i2ᇲ(t) = −i2(t)  

  
شبکه چهار سري است که جریان داخل شده به  ،به عبارت دیگر یک شبکه دو قطبی

برابر است و جریان وارد شده  1ᇱ با جریان خارج شده از آن در سر 1شبکه در سر
بعبارت دیگر . مساوي است 2ᇱبا جریان خارج شده از سر ، 2به شبکه از طریق سر 

  .شبکه چهار سر عام تر و کلی تر از یک شبکه دو قطبی است
سمت چپ یک شبکه دو دهنه را بعنوان ورودي و دهنه سمت ) یا قطب(معمولا دهنه 
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 180       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  .گیرند میبکه در نظر راست آنرا خروجی ش
  

  
  ورودي و خروجی یک شبکه دوقطبی). 6-7(شکل 

  
راتورها و ترانسفورماتورها همگی مثالهایی از یژ ،عناصري مثل سلفهاي تزویج شده

علاوه بر آنها عناصر سه سر یا مدارهایی که داراي سه سر . ي دو قطبی هستندها شبکه
ترانزیستور یک عنصر الکترونیکی . هستند ي دو قطبیها یی از شبکهها هستند نیز نمونه

توان هر بار یکی از این  می. امیتر و کلکتور است ،است که داراي سه سر به نامهاي بیس
سرها را بصورت مشترك بین دهنه ورودي و دهنه خروجی در نظر گرفت و آنرا 

یک ترانزیستور با امیتر ) 7- 7(در شکل . بصورت یک شبکه دو دهنه بررسی کرد
دهنه خروجی  2ᇱدهنه ورودي و پایه  1ᇱشود که امیتر به عنوان پایه میترك دیده مش

  :است

  
  

  یک ترانزیستور که امیتر آن بین ورودي و خروجی مشترك است). 7-7(شکل 
  

یک شبکه دو  ،بطور مشابه اگر پایه بیس بین ورودي و خروجی مشترك گذاشته شود
ي ورودي و ها همچنین اگر پایه کلکتور بین دهنه. دشو میقطبی با بیس مشترك حاصل 

  .آید میآرایش کلکتور مشترك بدست  ،خروجی مشترك باشد
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 181       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 ،ي دو قطبی ممکن است خطی یا غیر خطیها عناصر الکتریکی بکار رفته در شبکه
ي دو ها در این فصل ما تنها آندسته از شبکه. تغییر پذیر یا تغییر ناپذیر با زمان باشند

بدین . کنیم که شامل عناصر خطی و تغییر ناپذیر با زمان باشند میا بررسی قطبی ر
توجه داشته باشید که تنها شروط . توانیم از تبدیلات لاپلاس استفاده کنیم میترتیب 

امنیت که عناصر خطی و تغییر ناپذیر با زمان باشند و ممکن است شبکه حتی شامل 
  .ابسته نیز باشندعناصر ذخیره کننده انرژي و یا منابع و

  :مدل شبکه دو قطبی با ماتریس امپدانس 4- 7
یک شبکه دو قطبی با عناصر خطی و تغییر ناپذیر با زمان را در نظر بگیرید که با دو 

فرض . شود میي ورودي و خروجی تحریک ها منبع جریان خارجی موجود در دهنه
. ر موجود نباشدکنید شرایط اولیه مدار صفر است و هیچ منبع مستقلی در مدا

بدست  1݅ و2݅را بصورت توابعی از جریانهاي منابع  1ݒ و2ݒخواهیم متغیرهاي  می
  .آوریم

  
  .شود مییک دوقطبی که با دو منبع جریان تحریک ). 8-7(شکل 

  
  :کنیم میاز قضیه جمع آثار استفاده  ها براي یافتن ولتاژ دهنه

)7 -9(  
 

 2݅و با فرض صفر بودن 1݅تبدیل لاپلاس ولتاژ دهنه اول ناشی از فقط منبع V11(s) که
وجود  2݅نیز تبدیل لاپلاس دهنه اول است وقتی که تنها منبع جریان  V12(s). باشد می

ت حال ،توجه داشته باشید که در ابتدا فرض شد. شود میفرض  رصف 1݅دارد و منبع 
  .اولیه مدار صفر باشد

و یک  1݅را بصورت حالضرب لاپلاس منبع جریان ) 9- 7(در رابطه  V11(s)توان  می
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 182       )    2(مدارهاي الکتریکی 

را بصورت  V12(s)به همین ترتیب جمله . نوشت Z11(s)تابع شبکه مناسب 
  :نوشت 2݅و لاپلاس منبع جریان  Z12(s)حاصلضرب امپدانس 

)7 -10(  
 

) 11- 7(توان بصورت رابطه  میرا نیز  V2(s)بطور مشابه لاپلاس ولتاژ دهنه دوم یعنی 
  :نوشت

)7 -11(  
. شود مینمایش داده ن Sبراي سادگی و خلاصه کردن رابطه معمولا وابستگی مقادیر به 

باید توجه داشت که همه مقادیر و توابع در حوزه فرکانس و ناشی از  ولی همواره
را بطور ماتریسی و خلاصه زیر ) 11- 7(و ) 10- 7(توان رابطه  می. تبدیل لاپلاس هستند

  :نوشت
)7 -12(  ൤

V1
V2

൨ = ൤
Z11 Z12
Z21 Z22

൨ ൤
i1
i2

൨   
 

V=ZI                                                                                                           
  که در آن 

)7 -13(  ൤Z11 Z12
Z21 Z22

൨ Z=  
 

پارامترهاي "را  ௜௝ܼدو قطبی و امپدانسهاي  "ماتریس امپدانس مدار باز"را  Zماتریس 
  .نامند می "امپدانس مدار باز

  
ماتریس  ، KVLبا استفاده از رابطه . را در نظر بگیرید) 9- 7(دار شکل م) : 2- 7(مثال 

  .را بدست آورید Zامپدانس مدار باز 

  
  )2- 7(شبکه دوقطبی مربوط به مثال ). 9-7(شکل 
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 183       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  :نویسیم میرا براي آنها  KVLروابط  ،دو حلقه براي مدار در نظر گرفته) حل

KVL1:  -V1 + LSI1 + ቀR1 + 1
ୌ

ቁ (I1 + I2) = 0                                
KVL2:  -V2 + R2I2 + ቀܴ1 + 1

஼ௌ
ቁ 1ܫ) + (2ܫ = 0                               

  :بنابراین 

൤V1
V2

൨ = ቎
LS + ܴ1 + 1

஼ௌ
R1 + 1

ୌ

R1 + 1
ୌ

R2 + R1 + 1
ୌ

቏ ൥
I1

I2
൩          

  
  :تیجه ماتریس امپدانس مدار باز برابر خواهد شد باو در ن

Z=቎
LS + ܴ1 + 1

஼ௌ
R1 + 1

ୌ

R1 + 1
ୌ

R2 + R1 + 1
ୌ

቏  

 
.........................................................................................................................................  

  
ماتریس امپدانس مدار باز براحتی حاصل شد اما  KVLدر مثال بالا با نوشتن روابط 

یک روش . توان به این سادگی مقادیر پارامترهاي امپدانس را بدست آورد میهمیشه ن
  .وجود دارد ௜௝ܼکلی براي محاسبه مقادیر 

2ܫاگر مقدار . توجه کنید) 10- 7(به رابطه  =   :داریم ،باشد 0
)7 -14(  Z11 = V1

I1
 ⃒I2 = 0   

  
امپدانس دیده شده از قطب یک است وقتی که قطب دوم مدار باز شده  11ܼبنابراین 

  :بطور مشابه.باشد
)7 -15(  Z21 = V2

I1
 ⃒I2 = 0   

  
برابر است با نسبت ولتاژ دهنه دوم به جریان منبع متصل به دهنه اول وقتی  21ܼیعنی 

  :خواهیم داشت Z22و Z12همچنین براي . که دهنه دوم مدار باز باشد
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 184       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

)7 -16(  Z22 = V2
I2

 ⃒I1 = 0   
Z12 = V1

I2
 ⃒I1 = 0  

  
  

به همین . همیشه یکی از دو دهنه مدار باز است ها در روابط فوق براي محاسبه امپدانس
) 10- 7(با توجه به روابط . نامیدیم "ي مدار بازها انسامپد "را  ௜௝ܼپارامترهاي دلیل 

) 10- 7(شکل . توان مدار معادل شبکه دو دهنه را رسم کرد میبه چند طریق ) 11- 7(و
  .مستقیما از روابط فوق حاصل شده است

  

  
  مدار معادل یک دوقطبی بر حسب پارامترهاي امپدانس مدار باز). 10-7(شکل 

  
را  KVLاگر . یک دو قطبی را نمایش میدهد Tمعادل مدار ) 11- 7(همچنین شکل 

حاصل ) 11- 7(و ) 10- 7(همان روابط  ،ي ورودي و خروجی بنویسیدها براي حلقه
  .خواهند شد

  

  
  یک شبکه دو دهنه Tمدار معادل ). 11-7(شکل 
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 185       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
زیرا در . را ندارد) 10- 7(مدار شکل  جامعیت) 11- 7(توجه داشته باشید که مدار شکل 

به یکدیگر وصل شده اند و بطور ضمنی فرض شده  2ᇱو  1ᇱسرهاي ) 11- 7(شکل 
حالت کلی تري در ) 10- 7(است که این دو سر هم پتانسیل باشند در حالیکه در شکل 

  .وجود دارد ،نظر گرفته شده است و امکان اینکه این دو سر هم پتانسیل نباشند
خازنها و ترانسفورماتورها  ،سلفها  ،ها توان ثابت کرد که اگر دو قطبی از مقاومت می

21ܼ ،ساخته شده باشد =   .نامند می "متقابل"خواهد گردید و دو قطبی را  12ܼ
  

پارامترهاي  ،ها رفته و با مدار باز کردن دهنهرا در نظر گ) 9- 7(مدار شکل ) : 3- 7(مثال 
  .را بدست آورید  12ܼ و 11ܼ

  
باید دهنه دوم را مدار باز نمائیم و امپدانس دیده شده از دهنه  11ܼبراي محاسبه ) حل

  .اول را بدست آوریم

  
  

 Z11مدار معادل جهت محاسبه ). 12-7(شکل 

  
KVL  نویسیم میرا براي حلقه:  

KVL:  -V1 + LSI1 + R1I1 + 1
ୌ

I1 = 0 
  بنابراین

Z11 = ୚1
୍1

= LS + R1 + 1
ୌ

  

 
در دهنه  2ܫنیز باید دهنه یک را مدار باز کرده و با فرض وجود منبع  12ܼبراي محاسبه 

  .را بدست آوریم V1ولتاژ  ،دوم 
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 Z12مدار معادل جهت محاسبه ). 13-7(شکل 

 

 V1بنابراین ولتاژ . کند و افت پتانسیل آن برابر صفر است میجریانی عبور ن Lاز سلف 
  .است Cو خازن  1ܴیب سري مقاومت برابر با ولتاژ دو سر ترک

V1 = ቀܴ1 + 1
஼ௌ

ቁ    2ܫ
Z12 = ௏1

௏2
= ܴ1 + 1

஼ௌ
   

......................................................................................................................................... 
  

  .را براي مدار زیر بدست آورید Zماتریس  )2- 7(تمرین 

  
  )2-7(مدار تمرین ). 14-7(شکل 

  :مدل شبکه دو قطبی با ماتریس ادمیتانس 5- 7
یک شبکه دو قطبی را در نظر بگیرید که همه عناصر الکتریکی بکار رفته در آن خطی و 

مستقلی در  فرض کنید شرایط اولیه مدار صفر باشد و هیچ منبع. نامتغیر با زمان باشند
  .به شبکه وارد شوند 1ܫ و I2ي شبکه دو منبع ولتاژ ها مدار موجود نباشد به دهنه
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  .شود یک دو قطبی که با دو منبع ولتاژ تحریک می). 15-7(شکل 
  

توان از قضیه  میاز آنجا که عناصر همه خطی هستند براي محاسبه پاسخ حالت صفر 
دارد که جریان هر دهنه برابر مجموع  مییه بیان این قض. جمع آثار استفاده کرد

توان روابط زیر را  میدر نتیجه . جریانهاي ناشی از اعمال هر منبع ولتاژ به تنهایی است
  :نوشت Sدر حوزه 

  
  

)7 -14(  
I1(s) = Y11(ݏ) (ݏ)1ܸ + (ݏ)1ܻ2     (ݏ)2ܸ
I2(s) = Y21(ݏ) (ݏ)1ܸ + (ݏ)2ܻ2      (ݏ)2ܸ

  :یا به شکل ماتریسی
)7 -15(  I=YV  

  که در آن
)7 -16(  Y=ቂ

y11 y12
y21 y22ቃ  

 
Y  دو قطبی گویند "ماتریس ادمیتانس مدار اتصال کوتاه"را .Y௜௝ پارامترهاي "نیز  ها

در روابط فوق نیز براي سادگی عبارات . شوند مینامیده  "ادمیتانس مدار اتصال کوتاه
نشان داده نشده است در حالیکه همه توابع و متغیرها در حوزه  Sستگی آنها به واب

  .فرکانس و ناشی از تبدیل لاپلاس هستند
در حالت کلی . توان پارامترهاي ادمیتانس را محاسبه کرد می) 14- 7(با توجه به رابطه 
  :توان از رابطه زیر محاسبه کرد میرا  11ݕبراي هر دو قطبی 
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 188       )    2(مدارهاي الکتریکی 

)7 -17(  y11 = I1
V1

 ⃒v2 = 0   
  

هنگامیکه دهنه دوم اتصال کوتاه  V1برابر است با ادمیتانس دیده شده توسط منبع  11ݕ
  :بطور مشابه. شده است

)7 -18(   y21 = I2
V1

 ⃒v2 = 0   
  

ادمیتانس انتقال مستقیم برابر است با نسبت جریان اتصال کوتاه خروجی به ولتاژ 
نحوه محاسبه ) 16- 7(در شکل . دي هنگامیکه دهنه خروجی اتصال کوتاه استورو

  .نمایش داده شده است ها ௜௝ݕپارامترهاي ادمیتانس مدار اتصال کوتاه 
  

  
yiنحوه محاسبه پارامترهاي ادمیتانس ). 16-7(شکل  j دوقطبی  

  
  .ا بدست آوریددر مدار زیر ر y ،ماتریس ادمیتانس مدار اتصال کوتاه .)4- 7(مثال 
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 189       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 4-7مدارمربوط به مثال ). 17-7(شکل 

 

  :داریم) 17- 7(بر طبق رابطه )حل

  y11 = I1
V1

 ⃒v2 = 0   

  
  y11مدار معادل براي محاسبه ). 18-7(شکل 

 

بنابراین مقاومت حذف . اهم اتصال کوتاه شده است 15در مدار فوق دو سر مقاومت 
. شود میتبدیل  Ω20و  Ω 5یب موازي دو مقاومت شود و کل مدار بصورت ترک می

  :پس
I1 = ௏1

5||20   
y11 = ୍1

୚1
= 1

5 + 1
20 = 1

4    ݒ
        همچنین

                                       y12 = I1
V2

 ⃒v1 = 0  
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 190       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 y12مدار معادل جهت محاسبه ). 19-7(شکل 

  
بنابراین مقاومت معادل آن صفر خواهد . کوتاه شده است اتصال Ω20دو سر مقاومت 

مدار تبدیل به  ، Ω20با حذف مقاومت . برابر صفر است Ω20شد و جریان مقاومت 
خواهد شد که بطور موازي متصل به منبع ولتاژ  Ω15و Ω5اتصال موازي مقاومتهاي 

  :برابر است با Ω5پس جریان مقاومت . هستند 2ܸ
I0 = ௏2

5   
  :از طرفی با توجه به شکل 

I1 = −I0 = − ௏2
5   

  :در نتیجه
y12 = −0/2   

 
اتصال کوتاه باعث . کنیم میاستفاده ) 18- 7(از مدار معادل شکل  21ݕبراي محاسبه 

و  Ω20و Ω5شود و مدار تبدیل به ترکیب موازي مقاومتهاي  می Ω15حذف مقاومت 
است و  Ω5همان جریان گذرنده از مقاومت  I2 در نتیجه. خواهد شد V1ولتاژ منبع 

  :توان نوشتپس می. عبور نمی کند Ω١٥هیچ جریانی از مقاومت 
I2 = ି௏1

5   

y21 = I2
V1

 ⃒v2ୀ0 = −0/2    
  

  .گردد میحاصل ) 19- 7(از شکل  22ݕآخرین پارامتر ادمیتانس یعنی 
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 191       )    2(مدارهاي الکتریکی 

y22 = I2
V2

 ⃒v1ୀ0 = 1
5

+
1
15

=
4
15

    
  :پس ماتریس ادمیتانس مدار اتصال کوتاه برابر است با

y=ቈ
0/25 −0/2
−0/2 4

15
቉   

.........................................................................................................................................   
  

  .بدست آورید) 9- 7(ماتریس ادمیتانس مدار باز را براي مدار شکل ) : 3- 7(تمرین 
  

با توجه به . نمایش میدهد yیک شبکه دو قطبی را با کمک پارامترهاي ) 17- 4(رابطه 
  .توان یک مدار معادل براي دو قطبی رسم نمود میاین رابطه 

  
 yمدار معادل یک دوقطبی بر حسب پارامترهاي ). 20-7(شکل 

  
. است yنیز نمایش دیگري از یک شبکه دو قطبی بر حسب پارامترهاي ) 21- 7(کل ش

  .نامند می ࣊این مدار را اصطلاحا مدار معادل 
  

  
 yیک دوقطبی بر حسب پارامترهاي  ߨمدار معادل ). 21-7(شکل 

  
شکل  . در هر دو شکل فوق مدار معادل یک شبکه دو قطبی نمایش داده شده است
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 192       )    2(مدارهاي الکتریکی 

1ᇱي ها پایانه) 21- 7(زیرا در شکل . است) 21- 7(شکل  از تر کلی) 20- 7( به  2ᇱ و 
) 20- 7(در شکل . باشند میهم متصل هستند و بطور ضمنی پتانسیل این دو پایانه برابر 

  .تواند پتانسیل متفاوتی داشته باشد میهر پایانه مجزا از سایرین است و 

  :ریدیبها  مدل شبکه دو قطبی با ماتریسهاي 6- 7
 Zماتریسهاي . ي دو قطبی ارائه شده استها تا کنون دو روش براي مدل کردن شبکه

در روش . کند میمرتبط  V1 و V2را به بردار ولتاژهاي  I1و I2بردار جریانهاي  Yو
امپدانس مدار باز و ادمیتانس مدار اتصال کوتاه یکبار ولتاژهاي قطبها متغیرهاي مستقل 

در بعضی از کاربردها . اند و بار دیگر نیز بر عکس شان متغیرهاي وابستهو جریانهای
ترکیبی از متغیرهاي ولتاژ وجریان ) یا مستقل(راحت تر است که متغیرهاي وابسته 

توان ولتاژ یک قطب و جریان قطب دیگر را بعنوان متغیرهاي مستقل  میمثلا . باشند
در این صورت روابط بین . سته فرض کنیمانتخاب کرده و دو متغیر دیگر را متغیر واب

بر طبق قضیه . توان بصورت ماتریسهاي نمایش داد میجریانها و ولتاژهاي قطبها را 
  :توانیم براي هر دو قطبی رابطه زیر را بنویسیم میجمع آثار 

V1 = h111ܫ + ℎ12 2ܸ   
                     )7 -19 (  

I2 = ℎ211ܫ + ℎ22 2ܸ   
  :یا به فرم ماتریسی

  
)7 -20(  ൤V1

V2
൨ = ൤h11 h12

h21 h22
൨ ൤I1

I2
൨   

  
   Hکه در آن ماتریس 
)7 -21(  H=൤h11 h12

h21 h22
൨  

  
یک دو  توان مدار معادل میبا توجه به روابط فوق . شود مینامیده  "1یبریدها ماتریس"

  .را بصورت زیر رسم کرد hیبرید ها امترهايقطبی بر حسب پار
                                                                                                                                                                                                            

1 Hybrid matrix 
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 193       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 hیبرید ها مدار معادل یک دوقطبی بر حسب پارامترهاي). 22-7(شکل 

  
  .توان از روابط و مدارهاي شکل زیر استفاده کرد می ها ℎ௜௝براي محاسبه مقادیر 

  

  یک دوقطبی hیبرید ها نحوه محاسبه پارامترهاي). 23-7(شکل 
  

وان متغیرهاي مستقل و وابسته را بگونه دیگري تعریف کرد و دو قطبی ت میبطور مشابه 
در این روش . شود مینامیده  " Gهایبرید "را بصورت دیگري مدلی کرد که مدل 

I2 متغیرهاي مستقل و  1ܸ وI1 و V2  شوند میمتغیرهاي وابسته فرض.  
1ܫ = g11V1 + g12I2   

                     )7 -22(  
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 194       )    2(مدارهاي الکتریکی 

V2 = g21V1 + g22I2   
  که در آن

)7 -23(  G=ቂ
g11 g12
g21 g22ቃ  

  
   :توان ثابت کرد که همواره براي هر شبکه دو قطبی می. باشد می Gیبرید ها ماتریس

)7 -24(  G=Hି1  
 

 .ه استنمایش داده شد Gیبرید ها نحوه محاسبه پارامترهاي ماتریس) 24- 7(در شکل 
  

  
 Gیبرید ها نحوه محاسبه پارامترهاي). 24-7(شکل 

 
) 25- 7(توان یک شبکه دو قطبی را بصورت شکل  مینیز ) 22- 7(با توجه به رابطه 

  .مدل کرد
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 195       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 Gیبرید ها مدار معادل یک دوقطبی بر حسب پارامترهاي). 25-7(شکل 

  
بصورت زیر  Hoید یبرها داراي ماتریس Nفرض کنید شبکه دو قطبی ) :4- 7(تمرین 

 ،بصورتی که نشان داده شده است Yୠو ادمیتانس  ୟܼاگر به این شبکه امپدانس . باشد
  .کل شبکه را بدست آورید Hیبرید ها ماتریس ،اضافه گردد

Ho=൤h11 h12
h21 h22

൨                                                      
  

  
  )4-7(ه دوقطبی تمرین شبک). 26-7(شکل 

  :مدل شبکه دو قطبی با ماتریس انتقال 7- 7
خواهیم یک مدل دیگر از مدارهاي دو قطبی را ارائه دهیم که متغیرهاي ورودي  میحال 

I1 را بصورت تابعی از متغیرهاي خروجی  2ܸ و−I2 و V2  توجه کنید که . دهد میارتباط
دلیل استفاده از علامت منفی در قسمتهاي بعدي بیان . I2د نه باش می I2−متغیر بکار رفته

  :توان نوشت می با استفاده از قضیه جمع آثار براي مدار دو قطبی. خواهد شد
)7 -25(  ൤V1

I1
൨ = ቂA B

C Dቃ ൤ V2
−I2

൨   
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 196       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :گردد میبصورت زیر تعریف  "1ماتریس انتقال"که در آن 

)7 -26(  T=ቂA B
C Dቃ  

  
نحوه محاسبه این . شوند مینامیده  "پارامترهاي انتقال"نیز  D ،C ،B ،Aپارامترهاي 

 :آورده شده است) 27- 7(پارامترها در شکل 

  

  
 Tنحوه محاسبه پارامترهاي ماتریس انتقال ). 27-7(شکل 

 
یی است که پشت سر ها کاربرد این ماتریس معمولا در طراحی و تحلیل مدارها و شبکه

را در شکل  N1 و N2دو شبکه . شود میورودي دیگري  ،گرفته و خروجی یکی هم قرار
  .در نظر بگیرید) 28- 7(

                                                                                                                                                                                                            

1 Transmission matrix 
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 197       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  در شبکه در قطبی که پشت سر هم وصل شده اند). 28-7(شکل 

  

  :نمایش دهیم T2را با  N2و شبکه  T1رابا  N1اگر ماتریس انتقال شبکه 
                     )7 -27(  ൤ 1ܸ

1ܫ
൨ = ൤1ܣ 1ܤ

1ܥ 1ܦ
൨ ൤ 2ܸ

2ܫ−
൨                                          

  
)7 -28(  ൤ 2ܸ

2ܫ−
൨ = ൤2ܣ 2ܤ

2ܥ 2ܦ
൨ ൤ 3ܸ

3ܫ−
൨   

  
ی در جهت مخالف جریان خروج ، N2توجه داشته باشید که جریان ورودي شبکه 

به عنوان جریان  I2−از ) 28- 7(به همین دلیل در رابطه . باشد می I2−و برابر  N1شبکه 
  .استفاده شده است N2ورودي شبکه 

  :شود میحاصل ) 28- 7(و ) 27- 7(با ترکیب روابط 
  

                     )7 -29(  ൤2ܣ 2ܤ
2ܥ 2ܦ

൨ ൤ 3ܸ
3ܫ−

൨  ൤ 1ܸ
1ܫ

൨ = ൤1ܣ 1ܤ
1ܥ 1ܦ

൨  
   
جریان  ، V1ولتاژ ورودي  ،را یک دو قطبی فرض کنیم) 28- 7(اگر کل مدار شکل  

توان گفت که  میپس . باشند می I3و جریان خروجی  V3ولتاژ خروجی . I1ورودي 
بصورت ماتریس   N2و N1ي ها نمایش ترکیب پشت سر هم دو قطبی) 29- 7(رابطه 

  :و در نتیجه. انتقال است
                     )7 -30(  ൤2ܣ 2ܤ

2ܥ 2ܦ
൨ ൤1ܣ 1ܤ

1ܥ 1ܦ
൨ T=ቂA B

C Dቃ =  
  
T  ماتریس انتقال ترکیب بهم پیوسته دو شبکهN1 وN2    بوده و برابر حاصلضرب

    .است ها از دو قطبی ماتریسهاي انتقال جداگانه هر یک
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 198       )    2(مدارهاي الکتریکی 

را برحسب  V2 و I2−شکل دیگري از ماتریس انتقال اینست که متغیرهاي خروجی 
  :توان نوشت میبنابراین . بیان کنیم V1 و I1متغیرهاي ورودي 

  
)7 -31(  ൤V2

I2
൨ = ቂAᇱ Bᇱ

Cᇱ Dᇱቃ ൤V1
I1

൨        
  

  :کنیم میکه تعریف 
  

)7 -32(    ቂAᇱ Bᇱ

Cᇱ Dᇱቃ ܶᇱ =  
  

اینست که متغیرهاي مستقل و وابسته جابجا ) 25- 7(با رابطه ) 31- 7(تفاوت رابطه 
بر حسب مقادیر ولتاژ و جریان ورودي ) 25- 7(به عبارت دیگر در رابطه . شده اند

متغیرهاي  )31- 7(در حالیکه برعکس در رابطه . ولتاژ و جریان خروجی محاسبه شوند
توان  میپس . ولتاژ و جریان خروجی بر حسب ولتاژ و جریان ورودي محاسبه شده اند

  :گفت
)7 -33(  Tᇱ = Tି1   

  تبدیل ماتریسهاي دو قطبی به یکدیگر 8- 7
. ي دو قطبی ارائه گردیدها در این فصل روشهاي مختلفی براي مدل کردن شبکه

 Hیبرید ها يها ماتریس ،س مدار اتصال کوتاه ماتریس امپدانس مدار باز ماتریس ادمیتان
ي دو قطبی قابل ها همگی براي مدل کردن شبکهTᇱ و Tو نهایتا ماتریس انتقال  Gو 

هر یک از این روشها کاربرد خاص خود دارد وبنابراین انتخاب یکی از . استفاده هستند
در بسیاري . اردشش توصیف ارائه شده بستگی به کاربرد آن و نظر طراح یا مهندس د

ست درحالیکه توصیف ها موارد نیاز به نمایش دو قطبی بصورت یکی از توصیف
براي حل مشکل باید پارامترهاي مورد نیاز را از . باشد میدیگري در اختیار ما 

ارتباط بین پارامترها را در توصیفات ) 1- 7(جدول . پارامترهاي داده شده محاسبه کرد
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 199       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  .مختلف نشان میدهد
  

G  H  T  Y  Z   

1
௚11

ି௚12
௚11

௚21
௚11

∆ீ
௚11

   
∆ு
௛22

௛12
௛22

ି௛21
௛22

1
௛22

   
஽ᇱ
஼ᇱ

1
஼ᇱ

∆೅ᇲ

஼ᇱ
஺ᇱ
஼ᇱ

   
஺
஼

∆೅

஼
1
஼

஽
஼

   
௬22
∆௬

ି௬12
∆௬

ି௬21
∆௬

௬11
∆௬

   
ܼ11 1ܼ2
ܼ21 2ܼ2
   Z  

∆ீ
௚22

௚12
௚22

ି௚21
௚22

1
௚22

   
1

௛11

ି௛12
௛11

௛21
௛11

∆ு
௛11

   
஺ᇱ
஻ᇱ

ି1
஻ᇱ

ି∆்ᇱ
஻ᇱ

஽ᇱ
஻ᇱ

   
஽
஻

ି∆்
஻

ି1
஻

஺
஻

11ݕ    12ݕ
21ݕ 22ݕ

   
௭22
∆௭

ି௭12
∆௭

ି௭21
∆௭

௭11
∆௭

   Y  

௚22
∆ீ

ି௚12
∆ீ

ି௚21
∆ீ

௚11
∆ீ

   ℎ11 ℎ12
ℎ21 ℎ22

   
஻ᇱ
஺ᇱ

1
஺ᇱ

ି∆்ᇱ
஺ᇱ

஼ᇱ
஺ᇱ

   
஻
஽

∆்
஽

ି1
஽

஼
஽

   
1

௬11

ି௬12
௬11

௬21
௬11

∆௬
௬11

   
∆௭
௭22

௭12
௭22

ି௭21
௭22

1
௭22

   H  

݃11 ݃12
݃21 ݃22

   
௛22
∆ு

ି௛12
∆ு

ି௛21
∆ு

௛11
∆ு

   
஼ᇱ
஽ᇱ

ି1
஽ᇱ

∆்ᇱ
஽ᇱ

஻ᇱ
஽ᇱ

   
஼
஺

ି∆்
஺

1
஺

஻
஺

   
∆௒
௬22

௬12
௬22

ି௬21
௬22

1
௬22

   
1

௭11

ି௭12
௭11

௭21
௭11

∆௓
௭11

   G  

1
௚21

௚22
௚21

௚11
௚21

∆ீ
௚21

   
ି∆ு
௛21

௛11
௛21

ି௛22
௛21

ି1
௛21

   
஽ᇱ

∆்ᇱ
஻ᇱ

∆்ᇱ
஼ᇱ

∆்ᇱ
஺ᇱ

∆்ᇱ

ܣ    ܤ
ܥ    ܦ

ି௬22
௬21

ି1
௬21

ି∆௒
௬21

ି௬11
௬21

   
௭11
௭21

∆௓
௭21

1
௭21

௭22
௭21

   T  

ି∆ீ
௚12

ି௚22
௚12

ି௚11
௚12

ି1
௚12

   
1

௛12

௛11
௛12

௛22
௛12

∆ு
௛12

′ܣ    ′ܤ
′ܥ ′ܦ

   
஽

∆்
஻

∆்
஼

∆்
஺

∆்

   
ି௬11
௬12

ି1
௬12

௬21
௬12

ି௬22
௬12

   
௭22
௭12

∆௓
௭12

1
௭12

௭11
௭12

   ܶ

 
  جدول تبدیل پارامترهاي ماتریس هاي مختلف دوقطبی). 1-7(جدول 

 
 

انس مدار باز نمایش داده با پارامترهاي امپد Nفرض کنید شبکه دو قطبی ) : 5- 7(مثال 
  .را بدست آورید H یبریدها  پارامترهاي. شده اند
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 200       )    2(مدارهاي الکتریکی 

Z=൤ܼ11 ܼ12
ܼ21 ܼ22

൨ 

  
  :نمایش دو قطبی بصورت ماتریس امپدانس بصورت زیر است) حل

     ൤ܼ11 ܼ12
ܼ21 ܼ22

൨    ൤1ܫ
2ܫ

൨ ൤
V1
V2

൨ =  
  :شود میحاصل  ،ضرب کنیم 1ିܼاگر طرفین رابطه را در 

൤1ܫ
2ܫ

൨ = 1
∆౰

൤ ܼ11 −ܼ12
−ܼ21 ܼ22

൨ ൤ 1ܸ
2ܸ
൨   

 
∆୸= Z11Z22 − Z12Z21                      1   

  بنابراین
I1 = 1

∆೥
(Z22V1 − Z12V2)                 2   

I2 = 1
∆೥

(−Z21V1 + Z11V2)              3   

  .از طرفی از نمایش دو قطبی با کمک ماتریس امپدانس داریم
V1 = Z11I1 + Z12I2                             4   

  
V2 = Z21I1 + Z22I2                             5   

  :جایگزین نمائیم 4را در رابطه  3از رابطه  I2اگر 
V1 = Z11I1 + ୞12

∆౰
(−ܼ21 1ܸ + ܼ11 2ܸ)  

(1+୞12୞21
∆౰

)V1 = Z11I1 + ୞12୞11
∆౰

V2                                        
  :شود میحاصل  1از رابطه  ୸∆با جایگزینی 

V1 = ∆౰
୞22

I1 + ୞12
୞22

V2                            6   
  بنابراین 

h11 = ∆౰
୞22

   
h12 = ୞12

୞22
   

  :کنیم میاستفاده  5از رابطه  h21 و h22براي یافتن دو پارامتر 
Z22I2 = −Z21I1 + V2     
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 201       )    2(مدارهاي الکتریکی 

I2 = − ୞21
୞22

I1 + ୚2
୞22

   
  بنابراین

h21 = − ୞21
୞22

   
h22 = 1

୞22
   

  :و در نتیجه

H=቎
∆೥
୞22

୞12
୞22

ି୞21
୞22

1
୞22

቏                                                          

.........................................................................................................................................  
  

نمایش داده شده است در نظر  Yیک شبکه دو قطبی را که با ماتریس ) : 5- 7( تمرین
نتیجه را با . بدست آورید ها ௜ܻ௝را بر حسب  Tپارامترهاي ماتریس انتقال . بگیرید
  .مقایسه کنید) 1- 7(جدول 

  

  اتصال دو قطبی به یکدیگر 9- 7
. شوند میي دو قطبی بصورتهاي متفاوتی به یکدیگر متصل ها یاري از موارد شبکهدر بس

 ،توان بصورت موازي یا سري بهم وصل کرد میهمانگونه که مدارهاي یک قطبی را  
هر . موازي یا ترکیبات دیگر قابل اتصال بهم هستند ،مدارهاي دو قطبی نیز بطور سري

به پنج حالت مختلف . نه خروجی استدو قطبی داراي یک دهنه ورودي و یک ده
  :توان دو عدد دو قطبی را به یکدیگر وصل نمود می
  اتصال موازي - 1
  اتصال سري - 2
  موازي - اتصال سري - 3
  سري - اتصال موازي - 4
  )دنبال هم(اتصال متوالی  - 5

ي متصل بهم را بررسی ها خواهیم نحوه محاسبه ماتریسهاي دو قطبی میدر این قسمت 
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 202       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  .کنیم

  ها  اتصال سري دو قطبی 1- 9- 7
ي ها دهنه) 29- 7(اگر مطابق شکل . نامیم میرا سري  B و Aترکیب دو شبکه دو قطبی 

  :ي خروجی نیز بطور سري به یکدیگر متصل شوندها ورودي و دهنه

  
 Bو  Aاتصال سري دو شبکه دو قطبی ). 29-7(شکل 

 
هاي امپدانس مدار باز نمایش توان با ماتریس میرا  Bو  Aي دو قطبی ها هر یک از شبکه

  :داد
  

)7 -33(  ቈ
V1୅

2ܸ୅
቉ = ቈ

Z11୅ Z12୅

Z21୅ ܼ22஺ ቉ ቈI1୅

I2஺
቉   

       

)7 -34(  ቈ
V1୆

2ܸ୆
቉ = ቈ

Z11୆ Z12୆

Z21୆ ܼ22஻ ቉ ቈI1୆

I2஻
቉   

  
توان بصورت یک دو قطبی در نظر گرفت که جریان  میرا ) 29- 7(ترکیب سري شکل 

  :یعنی. باشد می I2୅و جریان خروجی نیز برابر  I1୅ورودي دهنه اول برابر 
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 203       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 

 Bو  Aي ها دو قطبی حاصل از ترکیب سري دوقطبی). 30-7(شکل 
  

با هم  Bو  A ها ورودي دهنه اول دو قطبیتوان دریافت که جریان  میبا توجه به شکل 
برابر و  Bو  Aي ها همچنین جریان دهنه دوم دو قطبی. باشد می I1برابر و همان مقدار 

 .است I2همان 

)7 -35(  I1୅ = I1୆ = I1   
I2୅ = I2୆ = I2   

  
  

خواهیم  KVLو نوشتن روابط ) 30- 7(و ) 29- 7(از طرف دیگر از مقایسه شکلهاي 
 :داشت

)7 -36(  V1 = V1୅ + V1୆   
V2 = V2୅ + V2୆   

  
)7 -37(  ቈ

I1୅

I2୅
቉ = ቈ

I1୆

I2୆
቉ = ൤I1

I2
൨   
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 204       )    2(مدارهاي الکتریکی 

)7 -38(  ൤V1
V2

൨ = ቈ
V1୅

V2୅
቉ = ቈ

V1୆

V2୆
቉     

  
  :آید میبدست ) 38- 7(و ) 34- 7( ،)33- 7(از ترکیب روابط 

)7 -39(               ൤ 1ܸ
2ܸ
൨ = ቈ

ܼ11஺ ܼ12஺

ܼ21஺ ܼ22஺ ቉ ቈ
1஺ܫ

2஺ܫ
቉ + ቈ

ܼ11஻ ܼ12஻

ܼ21஻ ܼ22஻ ቉ ቈ
1஻ܫ

2஻ܫ
቉   

  
  :خواهیم داشت) 37- 7(با استفاده از معادله 

)7 -40        (           ൤V1
V2

൨ = ቈ
ܼ11஺ + ܼ11஻ ܼ12஺ + ܼ12஻

ܼ21஺ + ܼ21஻ ܼ22஺ + ܼ22஻ ቉ ൤1ܫ
2ܫ

൨         
  

یک دو قطبی حاصل خواهد شد که  ،نتیجه اینکه از اتصال سري دو دو قطبی
  .ي اولیه استها دو قطبی Zآن برابر مجموع پارامترهاي  Zپارامترهاي 

  
توان این دو قطبی را  می. دهد مییک دو قطبی را نشان ) الف- 31- 7(شکل : )6- 7(مثال 

- 31- 7(و ) ب- 31- 7(گرفت که در شکلهاي ترکیب سري دو دوقطبی دیگر در نظر 
ماتریسهاي  ، ها با استفاده از خاصیت سري بودن دو قطبی. اند نمایش داده شده) ج

  .ابیدرا بی) الف- 31- 7(امپدانس دو قطبی شکل 

  
  )ب)                                            (الف(                   
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 205       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  )ج(                                                  

  اند هاي دوقطبی که با یکدیگر سري شده شبکه) ب، ج(شبکه دوقطبی اصلی ) الف). (31-7(شکل 
  

هر بار . نویسیم می) ج(و ) ب(ي شکل ها قطبیرا براي دو  Zماتریس پارامترهاي ) حل
. کنیم میرا اتصال کوتاه کرده و به دهنه دیگر یک منبع جریان وصل  ها یکی از دهنه

  .توضیح داده شده است) 3- 7(و ) 2- 7(قبلا در مثالهاي  Zنحوه یافتن پارامترهاي 
  

Z11୅ = V1
I1

 ⃒
୍2ୀ0

= (1 +
1
S
)||2 =

2(S+1)

3S+1
   

   2ୗ
3Sା1 =Z12୅ = V1

I2
 ⃒

୍1స0
  

Z21୅ = V2
I1

 ⃒
୍2స0

= 2ௌ
3ௌା1                                                         

Z22୅ = ୚2
୍2

 ⃒୍1స0=1||(2+1
ୗ
) = 2ௌା1

3ௌା1                                           

 
  :داریم) ب(نابراین براي شکل ب

Z=቎
2(ୗା1)
3ୗା1

2ୗ
3ୗା1

2ୗ
3ୗା1

2ୗା1
3ୗା1

቏   

 
  :داریم) ج(براي شکل 

Z11୆ = V1
I1

 ⃒I2ୀ0 = 2ܵ   

Z12୆ = V1
I2

 ⃒I1ୀ0 = 2ܵ   

Z21୆ = V2
I1

 ⃒I2ୀ0 = 2ܵ   
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 206       )    2(مدارهاي الکتریکی 

Z22୆ = V2
I2

 ⃒I1ୀ0 = 2ܵ   
 

  :یجهدر نت
Z୆ = ቂ2ܵ 2ܵ

2ܵ 2ܵቃ     
 

  :برابر است با) الف(و بنابراین ماتریس امپدانس شکل 

Z=Z୅ + Z୆ = ቎
2(ୗା1)

3ୗ
+ 2S 2ୗ

3ୗା1 + 2S
2ୗ

3ୗା1 + 2S 2ୗା1
3ୗା1 + 2S

቏                               

 
و با  ظر بگیریدرا بعنوان یک دو قطبی در ن) الف- 31- 7(مدار شکل )  6- 7(تمرین

  .را بدست آورید Zپارامترهاي ) 16- 7(و ) 15- 7( ،)14- 7(کمک روابط 

  ها اتصال موازي دو قطبی 2- 9- 7
ي ورودي آنها بطور ها یک حالت دیگر اتصال دو دو قطبی یه یکدیگر اینست که پایانه

دو ) 32- 7(در شکل . ي خروجی با هم موازي گردندها موازي بهم وصل شوند و پایانه
  .که بطور موازي بهم متصل هستند ،نمایش داده شده اند Bو  Aدو قطبی 

  
 Bو  Aاتصال موازي دوقطبی ). 32-7(شکل 
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 207       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :نمایش دهیم Yي را با پارامترهاي ادمیتانس ها اگر این دو قطبی
  

)7 -41(  ቈ
I1୅

I2୅
቉ = ቈ

Y11୅ Y12୅

Y21୅ 2ܻ2஺
቉ ቈV1୅

V2஺
቉   

  
)7 -42(  ቈ

I1୆

I2୆
቉ = ቈ

Y11୆ Y12୆

Y21୆ 2ܻ2஻
቉ ቈV1୆

V2஻
቉   

  
یک دو قطبی جدید بوجود آورده  B و Aترکیب موازي دو دو قطبی ) 32- 7(در شکل 

جریان ورودي دهنه اول آن برابر مجموع جریانهاي  ، KCLاست که با توجه به قانون 
  .تاس B و  Aورودي دو دو قطبی 

)7 -43(  I1 = I1୅ + I1୆       
  

  :در دهنه خروجی KCLهمچنین 
)7 -44(  I2 = I2୅ + I2୆     

  
پس داراي یک ولتاژ . با هم موازي هستند ها ي ورودي و خروجی دو قطبیها دهنه

  :خواهند بود
)7 -45(  V1 = V1୅ = V1୆   

  
)7 -46(  V2 = V2୅ = V2୆   

  :نویسیم میا به شکل ماتریسی روابط فوق ر
)7 -47(  ൤I1

I2
൨ = ቈI1୅

I2୅
቉ + ቈI1୆

I2୆
቉     

  و

)7 -48(  ൤V1
V2

൨ = ቈV1୅

V2୅
቉ + ቈV1୆

V2୆
቉     

  
با استفاده از رابطه . کنیم میجایگذاري ) 47- 7(را در رابطه ) 42- 7(و ) 41- 7(معادلات 

  :گردد میل حاص) 48- 7(
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 208       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

)7 -49(  ൤I1
I2

൨ = ቈ 1ܻ1஺ + 1ܻ1஻ 1ܻ2஺ + 1ܻ2஻

2ܻ1஺ + 2ܻ1஻ 2ܻ2஺ + 2ܻ2஻
቉ ൤ 1ܸ

2ܸ
൨   

  
  .شوند میمتناظر با هم جمع  Yدر اتصال موازي دو دو قطبی به یکدیگر پارامترهاي 

 
این دو قطبی را بصورت . ا در نظر بگیریدر) الف- 31- 7(مدار شکل ): 7- 7(مثال 

  .آنها را بدست آورید Yترکیب موازي دو دو قطبی دیگر نمایش داده و پارامترهاي 
 

بهم وصل ) ج(ي زیر را در نظر بگیرید که بصورت موازي در شکل ها دوقطبی) حل
  :شده اند

  
  )ب(            )                                  الف(                       

  

  
  )ج(                                               

  )ج(بصورت دوقطبی ) ب(و ) الف(هاي  ترکیب موازي دوقطبی). 33-7(شکل 
  

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 209       )    2(مدارهاي الکتریکی 

با . آوریم میرا بدست ) ب(و ) الف(شکل  ها هر یک از دو قطبی Yابتدا پارامترهاي 
  :داریم) الف(براي دو قطبی ) 16- 7(توجه به شکل 

Y11୅ = I1
V1

 ⃒v2ୀ0 = 1
2+2S||1

=
2S+1
6S+2

   
1

1ା2||2ୱ
ି2ୱ
2ୱା2 = ିୱ

3ୱା1                                     =Y12୅ = I1
V2

 ⃒v1ୀ0  

Y21୅ = I2
V1

 ⃒v2ୀ0=
1

2ା1||2ୱ
ି2ୱ
2ୱା1 = ିୱ

3ୱା1                                     

Y22୅ = ୍2
୚2

 ⃒v1ୀ0= 1
1ା2||2ୱ

= ୱା1
3ୱା1  

  :توان نوشت می) ب(براي دو قطبی شکل 

Y11୆ = I1
V1

 ⃒v2ୀ0 = S   

−S                                                                      = Y12B = I1
V2

 ⃒v1=0  

Y21୆ = I2
V1

 ⃒v2ୀ0=−S                                                                        

Y22୆ = ୍2
୚2

 ⃒v1ୀ0= −S                                                                       

  :بنابراین

Y=Y୅ + Y୆ = ൥
2ୱା1
6ୱା2

ିୱ
3ୱା1

ିୱ
3ୱା1

ୱା1
3ୱା1

൩ + ቂ s −s
−s s ቃ                                     

  

Y= 1
3ୗା1 ቈ3s2 + 2s + 1

2 −3s2 − 2s
−3s2 − 2s 3s2 + 2s + 1

቉ 

 
.........................................................................................................................................  

  
با توجه . بدست آمد) ج(دو قطبی شکل  Zپارامترهاي ) 6- 7(در مثال ): 7- 7(تمرین 

  .دو قطبی را بدست آورید Yپارامترهاي  Y=Zି1به 
.........................................................................................................................................  
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 210       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
دو قطبی زیر را بصورت ترکیب موازي دو دو قطبی درنظر گرفته و : )8- 7(مثال 

  .را بدست آورید Yپارامترهاي 

  
  )8- 7(دوقطبی مربوط به مثال ). 34-7(شکل 

  
ي زیر در ها را بصورت ترکیب موازي دو قطبی) 33- 7(توان دو قطبی شکل  می) حل

  .نظر گرفت

  
  )الف(
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 211       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  )ب(

  قبل از موازي شدن) 8-7(هاي مثال  طبیدوق). 35-7(شکل 
  

  :بصورت زیر است) الف(دو قطبی شکل  Zپارامترهاي 
  

Z11୅ =  �V1
I1

ቚ
୍2స0

= ܼ1 + ܼ3           

Z3                                                                 =Z12୅ = V1
I2

 ⃒
୍1స0

  

Z21୅ = V2
I1

 ⃒
୍2స0

=ܼ3                                                                   

Z22୅ = ୚2
୍2

 ⃒୍1స0= Z2 + Z3                                                              
  :بنابراین

Z୅ = ቂܼ1 + ܼ3 Z3
Z3 Z2 + Z3

ቃ   
  

  :را بدست آوریم Yپارامترهاي ) ب(براي شکل 
y11୆ =  � I1

V1
ቚ

୴2స0
= 1

௭4
+ 1

z6
            

ି1
௭6

                                                           =y12୆ = � I1
V2

ቚ
୴1స0

  
y21୆ = � ୍2

୚1
ቚ

୴2స0
 =ି1

௭6
                                                            

y22୆ =  � ୍2
୚2

ቚ
୴1స0

= 1
௭6

+ 1
z5
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 212       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ي فوق برابر است ها طبیترکیب موازي دو ق Yبنابراین پارامترهاي . Y=Zି1 دانیم که می
  :با

Y=(Z୅)ି1 + Y୆ = ቂܼ1 + ܼ3 Z3
Z3 Z2 + Z3

ቃ
ି1

+ ቎
1
4ݖ

+ 1
୸6

ି1
௭6

ି1
௭6

1
௭6

+ 1
z5

቏                  

  :ها اتصال سري موازي دو قطبی 3- 9- 7
موازي - ترکیب سري ،وصل کردتوان دو دو قطبی را به هم  میحالت دیگري که 

با هم  B و Aي ها موازي اینست که دو دهنه ورودي دو قطبی- منظور از سري. آنهاست
دو ) 36- 7(شکل . باشند میسري هستند درحالیکه دو دهنه خروجی آنها موازي هم 

  .دهد میرا نمایش  BوAموازي - ي سريها قطبی
  

  
 Bو  Aموازي -هاي سري دوقطبی). 36-7(شکل 

  
  :توان دریافت که میتوجه به شکل با 
  

)7 -50(  V1 = V1୅ + V1୆   
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 213       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 )7 -51(  V2 = V2୅ = V2୆   

   
)7 -52(  I1 = I1୅ = I1୆   

  
)7 -53(  I2 = I2୅ = I2୆   

  
  یا به شکل ماتریسی

  

)7 -54(  ൤V1
I2

൨ = ቈV1୅

I2୅
቉ + ቈV1୆

I2୆
቉     

  
  :نمایش دهیم hشبکه را با پارامترهاي اگر هر 

)7 -55(  ቈ
V1୅

2୅ܫ
቉ = ቈ

h11୅ h12୅

h21୅ h22஺ ቉ ቈ I1୅

V2஺
቉   

  

)7 -56(  ቈ
V1୆

2୆ܫ
቉ = ቈ

h11୆ h12୆

h21୆ h22஻ ቉ ቈ I1୆

V2஻
቉   

  
  :شود میحاصل ) 54- 7(معادله  در) 56- 7(و ) 55- 7(با جایگزینی روابط 

  
)7 -57(  ൤V1

I2
൨ = ቈ

ℎ11஺ + ℎ11஻ ℎ12஺ + ℎ12஻

ℎ21஺ + ℎ21஻ ℎ22஺ + ℎ22஻ ቉ ൤ 1ܫ
2ܸ
൨   

  
 hدو عدد دو قطبی برابر مجموع پارامترها موازي - ترکیب سري hبنابراین پارامترهاي 

  .آنها است
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 214       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :ها سري دو قطبی- وازياتصال م 4- 9- 7
در دهنه اول داراي اتصال موازي و در دهنه دوم  Bو  Aدر این حالت دو دو قطبی 

  .دهد مینحوه اتصال این دو دوقطبی را نشان ) 37- 7(شکل . داراي اتصال سري هستند

 

 Bو  Aسري -هاي موازي دوقطبی) 37-7(شکل 
  

  :توان گفت میبا توجه به شکل 
  

)7 -58(  V1 = V1୅ = V1୆   
  

)7 -59(  V2 = V2୅ + V2୆   
  

)7 -60(  I1 = I1୅ + I1୆   
  

)7 -61(  I2 = I2୅ = I2୆   
  

  :یا به شکل ماتریسی
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 215       )    2(مدارهاي الکتریکی 

)7 -62(  ൤ I1
V2

൨ = ቈ I1୅

V2୅
቉ + ቈ I1୆

V2୆
቉   

  
  :توصیف کنیم gاگر هر شبکه را با پارامترهاي 

  

)7 -63(  ቈ
I1୅

2ܸ୅
቉ = ቈ

g11୅ g12୅

g21୅ g22஺ ቉ ቈV1୅

I2஺
቉   

  

)7 -64(  ቈ
I1୆

2ܸ୆
቉ = ቈ

g11୆ g12୆

g21୆ g22஻ ቉ ቈV1୆

I2஻
቉   

  
  :شود میحاصل ) 62- 7(در رابطه ) 64- 7(و ) 63- 7(از جایگزینی روابط 

  

)7 -65(  ൤ I1
V2

൨ = ቈ
g11஺ + g11஻ g12஺ + g12஻

g21஺ + g21஻ g22஺ + g22஻ ቉ ൤ 1ܸ
2ܫ

൨   
  

و  Aسري دو قطبی - یک دو قطبی که از ترکیب موازي gتوان گفت پارامترهاي  میپس 
B برابر با جمع پارامترهاي  ،حاصل شده استg يها متناظر دو قطبی A  وB باشد می.  

  اتصال پشت سر هم دو دوقطبی 5- 9- 7
حال . دوقطبی را به یکدیگر بررسی کرده ایم کنون چهار حالت مختلف از اتصال درتا 
به . خواهیم آخرین حالت یعنی اتصال پشت سر هم در دو قطبی را بررسی نمائیم می

دهنه خروجی دو قطبی اول مستقیما به دهنه ورودي دو . توجه کنید) 38- 7(شکل 
بعبارت دیگر خروجی دو قطبی اول بعنوان ورودي به . وصل گردیده است قطبی دوم

ي الکترونیکی و ها این حالت در بسیاري از سیستم. دو قطبی دوم متصل گردیده است
ي چند طبقه و فیلترهاي که پشت سر هم قرار ها تقویت کننده. دهد میمخابراتی رخ 

  .هستند اه مثالهایی از این نوع اتصال دو قطبی. گیرند می
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 216       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
 

 Bو  Aهاي  دوقطبی) متوالی(ترکیب پشت سر هم ). 38-7(شکل 

  :با توجه به شکل

)7 -66(  ቐ
I1 = I1ୟ

I١
ୠ = −I٢

ୟ

I2 = I2ୠ
�   

  
  و همچنین 

)7 -67(  ቐ
V1 = V1ୟ

V٢
௔ = V١

ୠ

V2 = V2ୠ
�   

  :یا به شکل ماتریسی
)7 -68(  ൤V1

I1
൨ = ൤V1ୟ

I1ୟ
൨                      

  
)7 -69(  ൤ V2

−I2
൨ = ቈ V2ୠ

−I2ୠ
቉         

  
  :توصیف کنیم Tرا با پارامترهاي  Bو  Aي ها اگر دو قطبی

)7 -70(  ൤
V1ୟ
1ୟܫ

൨ = ቂAୟ Bୟ

Cୟ Dୟቃ ൤
V2ୟ

−I2௔
൨   

  

)7 -71(  ቈV1ୠ

1ୠܫ
቉ = ൤Aୠ Bୠ

Cୠ Dୠ൨ ൤
V2ୟ

−I2௔
൨   

  
  :آید میاستفاده کنیم بدست ) 71- 7(تا ) 66- 7(اگر از روابط 

)7 -72(  ൤V1
I1

൨ = ቂAୟ Bୟ

Cୟ Dୟቃ ൤Aୠ Bୠ

Cୠ Dୠ൨ ൤ V2
−I2

൨     
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 217       )    2(مدارهاي الکتریکی 

پشت  B و Aي ها دو قطبی بعبارت دیگر ماتریس انتقال یک دو قطبی که از قرار گرفتن
 B و  A ها برابر با حاصلضرب ماتریسهاي انتقال دو قطبی ،سر هم حاصل شده است

  .باشد می
  

این دو  .را در نظر بگیرید) الف- 39- 7(دو قطبی نشان داده شده در شکل : )9- 7(مثال
ابتدا . فرض کرد) ج( ،)ب(ي ها ترکیب پشت سر هم دو قطبیتوان بصورت  میقطبی را 

دو  Tسپس ماتریس انتقال  ،را بدست آورده) ج(و ) ب(ي ها دو قطبی Tاتریس انتقال م
  .را محاسبه کنید) الف(قطبی 

  
  )الف(

  
  )ج)                                                                      (ب(       

  9- 7هاي مربوط به مثال  دوقطبی). 39-7(شکل 
  

  :کنیم میرا محاسبه  ୟܶماتریس انتقال ) ب(قطبی ابتدا براي دو ) حل
൤V1

I1
൨ = ൤

1 0
1 z1ൗ 1൨ ൤ V2

−I2
൨   

Tୟ = ൤
1 0

1 z1ൗ 1൨   

  :داریم) ج(و براي دو قطبی 
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 218       )    2(مدارهاي الکتریکی 

൤V1
I1

൨ = ቂ1 Z2
0 1 ቃ ൤ V2

−I2
൨   

Tୠ = ቂ1 Z2
0 1 ቃ   

  :آید میي فوق بدست ها از اتصال پشت سر هم دو قطبی
T=TୟTୠ = ൤

1 0
1 z1ൗ 1൨ ቂ1 Z2

0 1 ቃ                                            
  

                                           T=ቈ
1 ܼ2
1

௓1

௓2
௓1

+ 1቉  

.........................................................................................................................................  
  

را مستقیما و ) الف- 39- 7(مربوط به دو قطبی شکل  Tماتریس انتقال ): 8- 7(تمرین 
  مطابقت دارد؟) 9- 7(آیا ماتریس حاصل جواب مثال . یکباره محاسبه کنید

  
بیان گردید که ) 7- 7(در ابتداي قسمت . در اینجا نیاز به یادآوري یک نکته است

دلیل استفاده از . باشند می 2ܸ و I2− ،متغیرهاي خروجی در توصیف ماتریس انتقال
. اینست که جهت جریان دهنه دوم به سمت خارج دو قطبی باشد I2علامت منفی براي 

طبی فعلی به دو ق) پشت سر هم(در این حالت اگر دو قطبی دیگري بصورت متوالی 
. دقیقا همجهت وبرابر جریان ورودي به دو قطبی بعدي است I2−جریان  ،وصل شود

این برابري جریانها باعث ساده تر شدن کاربرد روابط شده و فقط کافیست ماتریسهاي 
و ) 38- 7(همانگونه که در شکل  ،ي متوالی را در هم ضرب کنیمها انتقال دو قطبی

  .است قابل مشاهده) 72- 7(رابطه 
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 219       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  مسائل فصل هفتم
  
  .بدست آورید) 1- 7م(را براي مدارهاي شکل Zپارامترهاي - 1
  

  
  )1-7م(شکل

  
  :آن بصورت زیر باشد yمداري را رسم کنید که پارامترهاي - 2

Yمداري شامل پارامترهاي  )١( = ቂ 3 −1
−1 2 ቃ 

 

Yمداري شامل پارامترهاي  )٢( = ൥
1 + 4

ୗ
ି2
ୗ

ି2
ୗ

3 + 2
ୗ

൩ 

  
  :بدست آورید) 3- 7م(را براي مدار شکل  hیبرید ها يپارامترها- 3

  
  )3-7م(شکل

  
  :را بیابید) 4- 7م(مدار شکل yپارامترهاي - 4
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  )4-7م(شکل

  
  .بیابید) 5- 7م(را در مدار شکل hپارامترهاي هیبرید - 5

  
  )5-7م(شکل

  
  :بصورت زیر است Nماتریس امپدانس دو قطبی - 6

Z = ൥
3

ୗା1
2

ୗା1
2

ୗା1
4

ୗା1
൩                                                   

ماتریس ادمتیانس دو قطبی توسعه  توسعه دهیم،) 6- 7م(اگر دو قطبی را مشابه شکل
  .یافته را بیابید
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  )6-7م(شکل

  
 Zرا بصورت ترکیب سري دو دوقطبی در نظر گرفته و پارامترهاي ) 7- 7م(مدار شکل- 7

  :را بیابید

  
  )7-7م(شکل 

  
  : را با دو روش زیر محاسبه کنید) 8- 7م(مدار شکل Yپارامترهاي - 8

 .را بدست آورید Yمدار را بصورت یک دو قطبی در نظر گرفته و پارامترهاي  )١(

 .را بیابید Yمدار را بصورت ترکیب موازي دوقطبی در نظر گرفته و پارامترهاي  )٢(
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  )8-7م(شکل

  
  : بیابید) 9- 7م(را براي مدار شکل gپارامترهاي - 9
  

  
  )9-7م(شکل

  
  : آن بصورت زیر باشد gشبکه اي دو قطبی را رسم کنید که پارامترهاي - 10

g = ቂS + 4 0
10 4ቃ                                                                        

 
  .را محاسبه کنید)11- 7م(امپدانس خروجی مدار شکل - 11
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  )11-7م(شکل

  
  :بدست آورید) 12- 7م(راي مدار شکلرا ب T پارامترهاي- 12

  
  )12-7م(شکل

  
  .محاسبه کنید) 13- 7م(را براي مدار شکل Tپارامترهاي - 13

  
  )13-7م(شکل

  
  : را بیابید) 14- 7م(مدار شکل Yپارامترهاي - 14
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  )14-7م(شکل

  
,Nᇱ، )15- 7م(ي دوقطبی شکلها شبکه- 15 N ترتیب داراي ماتریسهاي امپدانس ه ب

Zᇱ, Z اگر دو شبکه را بصورت زیر به هم وصل کنیم،تا دوقطبی جدید . هستندN1 
  : بصورت زیر است Z෠حاصل شود، ثابت کنید ماتریس امپدانس آن، 

  

Z෠ = (Zି1 + TZି1T)ି1                                                     
  

Tکه در آن = ቂ0 1
1 0ቃ به هم در روابط  ها یاست و فرض شده است که اتصال دوقطب

  .تغییري ایجاد نکند Nᇱو  Nي ها دوسر شبکه
  

  
  

  )ب)                                                   (الف(                              
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  )ج(                                                           
  )15- 7م(شکل                                                     

  
اطراف این . نمایش داده شده است hبا پارامترهاي  Nدوقطبی ) 16- 7م(در شکل- 16

H(S)تابع شبکه . دوقطبی خازن، مقاومت و منبع ولتاژ قرار گرفته است = ୚౥

୚౟౤
را  

  .بیابید

  
   )16-7م(شکل
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  هشتمفصل 

  تبدیل لاپلاس 

  اهداف 
 :ودقادر خواهد بانشجو در پایان فصل، د

 .تبدیل لاپلاس توابع مختلف را محاسبه کند. 1

 .کاربردهاي تبدیل لاپلاس را در مدارهاي الکتریکی بیان کند. 2

 .خواص و ویژگیهاي تبدیل لاپلاس را توضیح داده، بکار برد .3

توابع حوزه لاپلاس را به کسرهاي جزئی تبدیل کرده، معکوس آنها را . 4
 .بدست آورد

 .قطبها و صفرهاي تابع تبدیل مدارها را محاسبه و تفسیر کند. 5
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  مقدمه.1- 8
بـراي حـل   . ي پیش روشهاي مختلفی براي حل مدار ارائـه گردیدنـد  ها در فصل

 ست کات، روش گره، مش، حلقه،  KVL ، KCLتوان از روابط میمدارهاي الکتریکی 
ایـن روشـها غالبـاً بصـورت      معادلات حاصل در همـه . یا معادلات حالت استفاده کرد

هرگاه در مداري عناصر ذخیره کننده انرژي مثـل سـلف یـا خـازن     . دیفرانسیلی هستند
ي مختلف خواهد بـود و  ها موجود باشد معادلات حاصل داراي جملات مشتق از مرتبه

یک روش معمول و پرکاربرد . باید از روشهاي حل معادلات دیفرانسیل، آنها را حل کرد
تبدیل لاپلاس یک وسیله بسیر مهم و . لات دیفرانسیل، تبدیل لاپلاس استدر حل معاد

روشی موثر است که براي مطالعه مدارهاي خطی تغییرناپـذیر بـا زمـان قابـل اسـتفاده      
در این فصل خواص تبدیل لاپلاس و کاربرد آن در حل مدارهاي الکتریکی ارائه .است

  . خواهد شد

  تعریف تبدیل لاپلاس.2- 8
توان مطابق معمول، ارقام را یک بـه یـک در هـم     می bو  aدو عدد  براي ضرب

اگر این دو عـدد بـزرگ   . ضرب کرده و بعد از جمع آنها، حاصل نهایی را بدست آورد
یک راه حل ساده اینست . باشند، فرآیند ضرب معمولی، نیاز به زمان قابل توجهی دارد

که لگاریتم حاصلضرب دو عدد برابر دانیم  می. که از لگاریتم و خواص آن استفاده کنیم
  .مجموع لگاریتم هر یک از آنهاست

را محاسبه کرده و نتیجـه را   bسپس لگاریتم . آوریم میرا بدست  aابتدا لگاریتم 
اســت و از آن  abایــن حاصـل جمــع برابـر لگــاریتم   . کنـیم  مــیجمـع   aبـا لگــاریتم  
. دهـد  مـی پـلاس رخ  مشابه همین روند در تبـدیل لا . گردد میحاصل  abحاصلضرب 

بري خطی تبـدیل  معادلات ج تبدیل لاپلاس، حل معادلات دیفرانسیل خطی را به حل
به کمک این تبدیل، معادله دیفرانسیل خطی یک تابع زمانی به . کند میکرده و آنرا ساده 

پس از حل معادله در حوزه . گردد مییک معادله جبري خطی در حوزه فرکانس تبدیل 
جواب، از معکوس تبدیل لاپلاس استفاده کرده و جواب را به حـوزه   فرکانس و یافتن

معمولاً حل مسأله در حوزه فرکانس ساده تـر از حـل آن در حـوزه    . گردانیم میزمان بر
  .زمان است
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 ضرب ௌ௧ି݁آنرا در عبارت . یک تابع در حوزه زمان باشد (ݐ)݂فرض کنید
از آن انتگرال  ∞+تا  0ିز زمان یعنی ا (ݐ)݂کرده و در بازه زمانی تابع 

  .دهیم مینمایش  (ܵ)ܨحاصل این انتگرال را با . گیریم می

(ܵ)ܨ  )1- 8( = ∫ ௌ௧ାஶି݁(ݐ)݂
0ష    ݐ݀

حدود . نامیم می (ݐ)݂را تبدیل لاپلاس تابع تبدیل لاپلاس تابع  (ܵ)ܨ
 Sاز فرکانس مختلط  تابعی (ܵ)ܨ. و ثابت هستند ∞+تا  0ିانتگرال فوق از 

معمولاً توابع در حوزه زمان با حروف . باشد مین tاست و وابسته به زمان 
. شود میکوچک و لاپلاس آنها در حوزه فرکانس با حروف بزرگ نمایش داده 

داراي مقدار مشخصی گردد لازم است سطح زیرمنحنی  (ܵ)ܨبراي اینکه 
عددي حقیقی و نسبتاً بزرگ  Sاگر . دبه سمت بی نهایت میل نکن ௌ௧ି݁(ݐ)݂

به سمت صفر میل خواهد کرد و  ௌ௧ି݁فرض شود، با گذشت زمان جمله 
در نتیجه انتگرال که معادل سطح زیر . کراندار خواهد شد ௌ௧ି݁(ݐ)݂جمله 

  .منحنی است داراي حد و پایاندار خواهد گردید

  

(ݐ)݂تابع پله واحد ).1- 8(مثال = تبدیل لاپلاس . ا درنظر بگیریدر (ݐ)ݑ
  .آنرا بدست آورید

  

  :دانیم که تابع پله واحد به شکل زیر است می) حل

(ݐ)݂                             = (ݐ)ܷ = ቐ
ݐ براي   1 ≥ 0  

ݐ براي   0 < 0 
�   
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  بنابراین

(ܵ)ܨ = ∫ ௌ௧ାஶି݁(ݐ)݂
0ష ݐ݀ = ∫ 1݁ିௌ௧ାஶ

0ష ݐ݀ =
− 1

ௌ
݁ିௌ௧|0షାஶ = − 1

ௌ
(0 − 1) = 1

ௌ
   

  یا بطور خلاصه 

(ܵ)ܨ = ℒ൫(ݐ)ݑ൯ = 1
ௌ

   

.........................................................................................................................................  

  

(ݐ)݂د تبدیل لاپلاس تابع ضربه واح).2- 8(مثال =   .را بدست آورید (ݐ)ߜ

 

تابع ضربه واحد، مشتق تابع پله واحد است و تنها در لحظه صفر داراي ) حل
پس . باشد میمقدار تابع برابر صفر  tبه ازاي سایر مقادیر . باشد میمقدار 

  :مقدار خواهد داشت 0ାتا  0ିانتگرال تنها در بازه زمانی 

(ܵ)ܨ = ℒ൫݂(ݐ)൯ = ∫ ݐௌ௧݀ି݁(ݐ)ߜ = ∫ 0శݐௌ௧݀ି݁(ݐ)ߜ

0ష
ାஶ

0ష   

(ܵ)ܨ                                                  = ∫ ݐ݀(ݐ)ߜ = 1ାஶ
0ష   

..................................................................................................................................................................  

  

تبدیل لاپلاس تابع . یک عدد حقیقی یا مختلط باشد aفرض کنید ). 3- 8(مثال
  .زیر را بدست آورید

(ݐ)݂                                                               = ݁௔௧   
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  )حل

(ܵ)ܨ        = ℒ൫݂(ݐ)൯ = ℒ(݁௔௧) = ∫ ݁௔௧݁ିௌ௧݀ݐାஶ
0ష   

(ܵ)ܨ                = ∫ ݁(௔ିௌ)௧݀ݐ = 1
௔ିௌ

݁(௔ିௌ)௧|0షାஶାஶ
0ష   

(ܵ)ܨ                                                    = 0ି1
௔ିௌ

= 1
ௌି௔

  

..................................................................................................................  

  

. را در اختیار داشته باشیم (ܵ)ܨ، یعنی(ݐ)݂حال فرض کنید لاپلاس تابع 
ௗ௙(௧)خواهیم لاپلاس  می

ௗ௧
  :را بدست آوریم 

ℒ ቀௗ௙(௧)
ௗ௧

ቁ = ∫ ௗ௙(௧)
ௗ௧

݁ିௌ௧݀ݐାஶ
0ష                                                  

  :کنیم میاز روش انتگرال گیري جزء به جزء استفاده 

∫ ܷܸ݀ = ܷܸ − ∫ ܸܷ݀   

  :فرض کنید

ܷ = ݁ିௌ௧                                      ݀ ܸ =                         (ݐ)݂݀

ܷ݀ = −ܵ݁ିௌ௧                               ܸ =                             (ݐ)݂

  :در نتیجه

∫ ௗ௙(௧)
ௗ௧

݁ିௌ௧݀ݐ =ାஶ
0ష

ௌ௧|0షାஶି݁(ݐ)݂ − ∫ ݐ݀(ௌ௧ି݁ܵ−)(ݐ)݂ = ൫0 − ݂(0ି)൯ +ାஶ
0ష

ܵ ∫ ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)݂
0ష    
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 231       )    2(مدارهاي الکتریکی 

بعنوان یک ثابت  Sتوجه داشته باشید که انتگرال فوق در حوزه زمان است و 
 (ݐ)݂انتگرال فوق نیز همان لاپلاس تابع . از انتگرال خارج گردیده است

 :باشد بنابراین می

 

                 
   )8 -2(  

ℒ ቀௗ௙(௧)
ௗ௧

ቁ = (ܵ)ܨܵ − ݂(0ି)   

ݐدر زمان  (ݐ)݂مقدار تابع  (0ି)݂که  =   .باشد می 0ି

..........................................................................................................................  

  

تبدیل لاپلاس تابع ضربه ) 1- 8(و مثال ) 2- 8(با کمک رابطه). 1- 8(تمرین
  .واحد را بدست آورید

  

توان  میتوجه داشته باشید که تبدیل لاپلاس همه توابع تعریف شده نیست و ن
لاپلاس یک تابع هنگامی قابل . مه توابع تبدیل لاپلاس را محاسبه کردبراي ه

∫محاسبه است که انتگرال  ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)݂
0ష کراندار و معنی دار باشد.  

  

(ݐ)݂تابع ). 4- 8(مثال = ݁௧2 آیا این تابع قابل تبدیل  .را در نظر بگیرید
  لاپلاس گرفتن هست؟
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 232       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ℒ൫݁௧2൯)  حل = ∫ ݁௧2݁ିௌ௧݀ݐ = ∫ ݁௧2ିௌ௧ାஶ
0ష ାஶݐ݀

0ష                    

             

ݐ هر قدر هم که بزرگ انتخاب شود، زمانی که  Sمقدار  > . گردد می|ܵ|
2ݐجمله  − یابد و بنابراین  می، بطور یکنواخت افزایش tبا بزرگ شدن  ݐܵ
ݐ براي  → این انتگرال به ازاي هیچ . ال بدون کران خواهد شد، انتگر∞+

قابل لاپلاس گرفتن  ௧2݁کراندار و معنی دار نیست و تابع  Sمقداري از 
  .باشد مین

  خواص اساسی تبدیل لاپلاس.3- 8
تبدیل لاپلاس براي مدارهاي خطی تغییرناپذیر با زمان داراي خواص یکتایی، 

نتگرال گیري است که در حل مدارهاي خطی بودن مشتق گیري متوالی و ا
  .روند میالکتریکی بکار 

  خاصیت یکتایی. 1- 3- 8
وجود  (ܵ)ܨدر حوزه زمان تنها یک تابع تبدیل لاپلاس  (ݐ)݂براي هر تابع 

در حوزه  (ݐ)݂تنها یک تابع  (ܵ)ܨدارد و بالعکس، براي هر تابع لاپلاس 
  :بعبارت ریاضی. توان یافت میزمان 

      )8 -3    (ℒ൫݂(ݐ)൯ = (ܵ)ܨ   ⇔ ℒି1൫ܨ(ܵ)൯ =            (ݐ)݂

    

از آنجا که این اثبات . توان اثبات کرد میخاصیت یکتایی تبدیل لاپلاس را 
پیچیده و نامربوط به مباحث مدارهاي الکتریکی است، از آن صرف نظر 
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 233       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ستجو توانند اثبات آنرا در کتب ریاضی ج میدانشجویان علاقمند  .کنیم می
  .کنند

  خاصیت خطی بودن. 2- 3- 8
تبدیل لاپلاس یک . خاصیت مهم دیگر تبدیل لاپلاس، خطی بودن آن است

دهد که همان  میرا به آن اختصاص  Sتابع زمانی را دریافت کرده و تابعی از 
پس خود تبدیل لاپلاس را . باشد میتبدیل لاپلاس تابع زمانی داده شده، 

نظر گرفت که توابع زمانی را به تبدیلهاي لاپلاس  توان بعنوان یک تابع در می
 "کند که تبدیل لاپلاس یک  میخاصیت خطی بودن بیان . کند میآنها نگاشت 

  .است "تابع خطی

  

در نظر بگیرید  2ܭو  1ܭرا با ثابتهاي اختیاري  2݂و  1݂دو تابع زمانی : قضیه
  :در اینصورت

   )8 -4(   ℒ൫1ܭ (ݐ)1݂ + 2ܭ ൯(ݐ)2݂ = 1ℒ൫ܭ ൯(ݐ)1݂ + 2ℒ൫ܭ    ൯(ݐ)2݂

 :کنیم میاستفاده ) 1- 8(براي اثبات قضیه فوق از رابطه 

  

ℒ൫1ܭ (ݐ)1݂ + 2ܭ ൯(ݐ)2݂ = ∫ ൫1ܭ (ݐ)1݂ + 2ܭ ାஶݐ൯݁ିௌ௧݀(ݐ)2݂
0ష =   

= ∫ 1ܭ ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)1݂
0ష + ∫ 2ܭ ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)2݂

0ష     

هر کدام از آن عبارات  زیرا انتگرال مجموع چند عبارت برابر مجموع انتگرال
 :توان آنها را از انتگرال بیرون آورد میثابت هستند و  2ܭو  1ܭاز طرفی . است
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 234       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

ℒ((ݐ) 1݂ 1ܭ + (ݐ) 2݂ 2ܭ = 1ܭ  ∫ ݐௌ௧݀ି݁(ݐ)1݂ +ାஶ
௢ష

2ܭ                                                ∫ ାஶ ݐௌ௧݀ି݁(ݐ)2݂
௢ష   

= 1ℒ൫ܭ ൯(ݐ)1݂ + 2ℒ൫ܭ    ൯(ݐ)2݂

 = (ܵ)1ܨ1ܭ +               (ܵ)2ܨ2ܭ

لاپلاس را براي توابع توان خاصیت خطی بودن تبدیل  میمشابه اثبات فوق 
  :تعمیم داد 1ܭو 2ܭو  ⋯و ௡ܭو ضرایب ثابت  1݂و  2݂و ⋯و௡݂زمانی 

       )8 -5       (ℒ(∑ ௜ܭ ௜݂(ݐ)௡
௜ୀ1 ) = ∑ ௜(ܵ)௡ܨ௜ܭ

௜ୀ1                      

       

 

  

(ݐܽ݁)ℒلاپلاس و  با توجه به خاصیت خطی بودن تبدیل). 5- 8(مثال = 1
ܵ−ܽ

 
ݏ݋ܿو  ݐ߱ = ௘ೕഘ೟ା௘షೕഘ೟

(ݐ)݂تبدیل لاپلاس تابع  2 = ݏ݋ܿ  .را بیابید ݐ߱

  

(ܵ)ܨ)      حل = ℒ(ܿݏ݋ (ݐ߱ = ℒ ቀ௘ೕഘ೟ା௘షೕഘ೟

2 ቁ                         

  :با توجه به خاصیت خطی بودن

(ܵ)ܨ                                               = ℒ ቀ௘ೕഘ೟

2 ቁ + ℒ ቀ௘షೕഘ೟

2 ቁ   

                                             = 1
2 ℒ(݁௝ఠ௧) + 1

2 ℒ(݁ି௝ఠ௧)  
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 235       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :پس داریم

(ܵ)ܨ                                                    = 1
2  1

ௌି௝ఠ
+ 1

2 1
ௌା௝ఠ

 

(ܵ)ܨ                                                                     = ௌ
ௌ2ାఠ2   

..........................................................................................................................  

݊݅ݏ با توجه به). 2- 8(تمرین ݐ߱ = ௘ೕഘ೟ି௘షೕഘ೟

2௝
 :بدست آورید 

(ܵ)ܨ = ℒ(݊݅ݏ   .(ݐ߱

  

(ܵ)ܨ                       :بدست آورید) 6- 8(مثال = ℒ(݁௔௧ ݏ݋ܿ   (ݐ߱

  

(ܵ)ܨ)    حل = ∫ ݁௔௧ ݏ݋ܿ ݐ߱ ݁ିௌ௧݀ݐାஶ
௢ష                                         

                                   = ∫ ݁௔௧ ௘ೕഘ೟ା௘షೕഘ೟

2 ݁ିௌ௧݀ݐାஶ
௢ష      

                 = 1
2 ∫ ݁(௔ିௌା௝ఠ)௧ାஶ

−݋ ݐ݀ + 1
2 ∫ ݁(௔ିௌି௝ఠ)௧ାஶ

−݋     ݐ݀

                     = 1
2

௘(ೌషೄశೕഘ)೟

௔ିௌା௝ఠ
|௢షାஶ + 1

2
௘(ೌషೄషೕഘ)೟

௔ିௌି௝ఠ
|௢షାஶ          

                           = 1
2  ି1

௔ିௌା௝ఠ
+ 1

2  ି1
௔ିௌି௝ఠ

                     

                   = ௌି௔
(௔ିௌ)2ାఠ2                                                   

..........................................................................................................................  
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 236       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ℒ(݁௔௧نشان دهید ). 3- 8(تمرین ݊݅ݏ (ݐ߱ = ఠ
(ௌି௔)2ାఠ2     

  گیري خاصیت مشتق. 3- 3- 8
م تبدیل لاپلاس رابطه اي است که لاپلاس مشتقات بالاي سومین خاصیت مه

فرض کنید . کند میمربوط  (ݐ)݂تابع را به تبدیل لاپلاس خود تابع 
(ݐ)݃ = ݂݀(௧)

ௗ௧
  :باشد، آنگاه  

  

                              ௗ2௙(௧)
ௗ௧2 = ௗ

ௗ௧
ௗ௙(௧)

ௗ௧
= ௗ௚(௧)

ௗ௧
   

 :خواهیم داشت) 2- 8(رابطه با کمک 

                         ℒ ቀௗ௚
ௗ௧

ቁ = ܵ ℒ൫݃(ݐ)൯ − ݃(0ି)  

  یا

                            ℒ ቀௗ2௙
ௗ௧2ቁ = ܵℒ ቀௗ௙

ௗ௧
ቁ − ௗ௙(0ష)

ௗ௧
  

ௗ௙(0ష)که منظور از 
ௗ௧

ݐدر لحظه  (ݐ)݂تغییرات تابع   = اره دوب. است 0ି
  :بریم میرا بکار ) 2- 8(رابطه

                         ℒ ቀௗ2௙
ௗ௧2ቁ = ܵ൫ܵܨ(ܵ) − ݂(0ି)൯ − ௗ௙(0ష)

ௗ௧
   

  :و در نتیجه

       )8 -6      (ℒ ቀௗ2௙
ௗ௧2ቁ = (ܵ)ܨ2ܵ − ݂ܵ(0ି) − ௗ௙(0ష)

ௗ௧
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 237       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 (ݐ)݂ن رابطه تبدیل لاپلاس مشتقات بالاتر یک تابع توا میمشابه اثبات فوق 
   .بدست آورد (ݐ)݂را با تبدیل لاپلاس خود تابع 

           ℒ ቀௗ೙௙(௧)
ௗ௧೙ ቁ = ܵ௡ܨ(ܵ) − ܵ௡ି1݂(0ି) − ܵ௡ି2 ௗ௙(0ష)

ௗ௧
−

⋯  

     )8 -7(                                  − ௗ೙ష1௙(0ష)
ௗ௧೙ష1    

((ݐ߱)ݏ݋ܿ)ℒبا استفاده از ). 7- 8(مثال = ௌ
ௌ2ାఠ2 گیري  و قاعده مشتق

݊݅ݏتبدیل لاپلاس    .را محاسبه کنید ݐ߱

(ݐ)݂)          حل = ݏ݋ܿ                                                               ݐ߱

݂ᇱ(ݐ) = −߱ ݊݅ݏ                                                                         ݐ߱

   = ℒ(−߱ ݊݅ݏ (ݐ߱ = ܵℒ(ܿݏ݋ (ݐ߱ − ݏ݋ܿ ௧ୀ0ష|ݐ߱         

                              = ܵ ௌ
ௌ2ାఠ2 − 1 = ିఠ2

ௌ2ାఠ2                      

  براین بنا

      ℒ(݊݅ݏ (ݐ߱ = ఠ
ௌ2ାఠ2                                                                 

..........................................................................................................................  

൯(ݐ)ݑℒ൫به اینکه با توجه ). 8- 8(مثال. = 1
ܵ

گیري  و با کمک قاعده مشتق 
(ݐ)݂تبدیل لاپلاس تابع  =   .را بدست آورید (ݐ)ݑ ݐ

(ݐ)݂)                      حل =                                            (ݐ)ݑ ݐ

݂ ᇱ(ݐ) = (ݐ)ݑ + ݐ ௗ௨(௧)
ௗ௧

= (ݐ)ݑ +                                  (ݐ)ߜ ݐ
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 238       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ݐ)تنها در مبدأ  (ݐ)ߜتابع  = مقدار غیر صفر دارد و به ازاي سایر مقادیر  (0
t از طرف دیگر در مبدأ . برابر صفر استt=0  است بنابراین همواره

(ݐ)ߜݐ =   .است 0

݂ᇱ(ݐ) =                                                                                    (ݐ)ݑ

ℒ൫݂ᇱ(ݐ)൯ = ܵℒ(݂(ݐ)) − ݂(0ି)                                                    

ℒ((ݐ)ݑ) = ܵℒ((ݐ)ݑ ݐ) − 0                                                           
1
ௌ

= ܵℒ((ݐ)ݑ ݐ)                                                                                

ℒ((ݐ)ݑ ݐ) = 1
ௌ2                                                                                

..........................................................................................................................  

൯(ݐ)ߜℒ൫دانیم که  یم). 9- 8(مثال = لاپلاس توابع . باشد می 1
(ݐ)(1)ߜ = ௗ

ௗ௧
(ݐ)(2)ߜو  (ݐ)ߜ = ௗ2

ௗ௧2   .را محاسبه کنید (ݐ)ߜ

  

ℒ)       حل ቀ(ݐ)(1)ߜቁ = ℒ ൬ ௗ
ௗ௧

൰(ݐ)ߜ = ܵℒ൫(ݐ)ߜ൯ −       (0ି)ߜ

ℒ ቀ(ݐ)(1)ߜቁ = ܵ × 1 − 0 = ܵ                                                           

  :همچنین

ℒ ቀ(ݐ)(2)ߜቁ = ܵℒ ൬ ௗ
ௗ௧

൰(ݐ)(1)ߜ −                                  (0ି)(1)ߜ

ℒ ቀ(ݐ)(2)ߜቁ = ܵ × ܵ − 0 = ܵ2                                                     

..........................................................................................................................  
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 239       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

پاسخ ضربه مدار را بدست . زیر را در نظر بگیرید RCمدار ). 10- 8(مثال
ௌ݅آورید وقتی که ورودي  = حالت اولیه . است (ݐ)ܸو پاسخ مدار  (ݐ)ߜ

  :مدار صفر است

  
  )10- 8(مدار مربوط به مثال).1- 8(شکل

  

  :نویسیم میرا براي گره  KCLرابط ) حل

KCL:   −݅ௌ + ܥ ௗ௏
ௗ௧

+ ௏
ோ

= 0                                                            

ܥ ௗ௏
ௗ௧

+ ௏
ோ

= ݅ௌ =                                                       (ݐ)ߜ

  :گیریم میپلاس از طرفین رابطه فوق تبدیل لا

ℒ ቀܥ ௗ௏
ௗ௧

+ ௏
ோ

ቁ = ℒ൫(ݐ)ߜ൯                                                                

  :با استفاده از خاصیت خطی بودن تبدیل لاپلاس

ℒܥ ቀௗ௏
ௗ௧

ቁ + 1
ோ

ℒ(ܸ) = ℒ൫(ݐ)ߜ൯                                                       

  :عده مشتق گیريبا کمک قا
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 240       )    2(مدارهاي الکتریکی 

(ܵ)ܸ ൫ܵܥ − ܸ(0ି)൯ + 1
ோ

ܸ(ܵ) = 1                                             

(0ି)ܸبا توجه به شرایط اولیه صفر  = 0:  

(ܵ)ܸ ܵܥ + 1
ோ

ܸ(ܵ) = 1                                                                  

ቀܵܥ + 1
ோ

ቁ ܸ(ܵ) = 1                                                                        

ܸ(ܵ) =
1
಴

ௌା 1
ೃ಴

                                                                                 

  :گیریم میاز رابطه فوق لاپلاس معکوس 

(ݐ)ܸ = ℒି1 ൬
1
಴

ௌା 1
ೃ಴

൰ = 1
஼

݁
ష೟
ೃ಴                                                (ݐ)ݑ 

ݐتوجه کنید که روش تبدیل لاپلاس، جوابها را فقط براي  ≥ مشخص  0
در پاسخ مدار اینست که پاسخ مدار قبل از  (ݐ)uدلیل استفاده از تابع . کند می

  .اعمال ضربه، مساوي صفر بوده است

  گیري خاصیت انتگرال. 4- 3- 8
فرض کنید . گیري عکس خاصیت مشتق گیري است لصیت انتگراخا
∫خواهیم تبدیل لاپلاس  می ݂(߬)݀߬௧

0ష را بدست آوریم:  

باشد آنگاه لاپلاس   (ܵ)ܨداراي تبدیل لاپلاس  (ݐ)݂اگر تابع زمانی  :قضیه
∫ ݂(߬)݀߬௧

0ష  1برابر خواهد بود با
ௌ

 : (ܵ)ܨ

   )8 -8(  ℒቀ∫ ݂(߬)݀߬௧
0ష ቁ = 1

ௌ
ℒ(݂(ݐ)) = ி(ௌ)

ௌ
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 241       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :بریم میانتگرال گیري جزءبه جزء را بکار  ،براي اثبات این قضیه

ݑ                      = ∫ ݂(߬)݀߬ ௧
0ష ݒ݀                  = ݁ିௌ௧݀ݐ   

ݑ݀                    = ݒ                         ݐ݀(ݐ)݂ = − 1
ௌ

݁ିௌ௧   

∫ ቀ∫ ݂(߬)݀߬௧
0ష ቁ݁ିௌ௧݀ݐ = − 1

ௌ
ቂ݁ିௌ௧ ∫ ݂(߬)݀߬௧

0ష ቃ ାஶ
0ష  ାஶ

0ష    

− ∫ ቀ− 1
ௌ
ቁ ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)݂

0ష   

ݐجمله اول برابر صفر است زیرا براي  = . شود میمقدار انتگرال صفر  0ି
ݐبراي  → چونکه . به سمت صفر میل خواهد کرد ௌ௧ି݁نیز جمله  ∞+

 :در نتیجه. یک عدد مثبت و بزرگ است Sقسمت حقیقی 

                ℒቀ∫ ݂(߬)݀߬௧
0ష ቁ = 1

ௌ ∫ ௌ௧ାஶି݁(ݐ)݂
0ష ݐ݀ = ℒ(௙(௧))

ௌ
  

  

((ݐ)ݑ)ℒو رابطه ) 8- 8(با توجه به رابط ). 11- 8(مثال =
1
ܵ

، لاپلاس 
(ݐ)݂ =   .را بدست آورید (ݐ)ݑݐ

  

(ݐ)݃                                                   )حل =   (ݐ)ݑ

                        ∫ ݃(߬) ݀߬ = ∫ ߬݀ (߬)ݑ = ௧(ݐ)ݑ ݐ
0ష

௧
0ష  

             ℒ൫݂(ݐ)൯ = ℒቀ∫ ݃(߬)௧
0ష ݀߬ቁ = ℒ൫௚(௧)൯

ௌ
= 1

ௌ2   

..........................................................................................................................  
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 242       )    2(مدارهاي الکتریکی 

یک پالس مستطیل شکل است که بصورت زیر  (ݐ)݂تابع ). 12- 8(مثال
  : شود میتعریف 

(ݐ)݂                      =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݐ             براي        0 < 1

1    براي             1 ≤ ݐ ≤ 3
ݐ         براي               0 > 3     

�   

  .را محاسبه کنید (ݐ)݂تبدیل لاپلاس 

((ݐ)݂)ℒ)حل = ∫ ାஶݐௌ௧݀ି݁(ݐ)݂
0ష                                                      

= ∫ 1݁ିௌ௧݀ݐ =3
1 − 1

ௌ
݁ିௌ௧|13 = ௘షೄି௘ష3ೄ

ௌ
                          

..........................................................................................................................  

در لحظه . را در نظر بگیرید) 2- 8(سري شکل RLCمدار ). 13- 8(مثال
ݐ =  (ݐ)ݑ0ܸبا اعمال منبع ولتاژ ورودي بصورت . شود میته کلید بس 0
با فرض اینکه شرایط اولیه صفر باشد، لاپلاس پاسخ . را بنویسید KVLرابطه 
  .را بدست آورید (ܵ)ܫمدار 

  
  )13-8(مربوط به مثال RLCمدار ).2- 8(شکل
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 243       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  :نویسیم میرا براي حلقه مدار  KVLمعادله ) حل

KVL:   − 0ܸ + ܴ݅ + 1
஼

∫ ݐ݀݅ + ஼ܸ(0ି) + ܮ ௗ௜
ௗ௧

= 0               

  :با توجه به خواص مشتق گیري و انتگرال گیري تبدیل لاپلاس داریم

(ܵ)ܫܴ + 1
஼ௌ

(ܵ)ܫ + ௏಴(0ష)
ௌ

+ (ܵ)ܫܵܮ − (0ି)݅ܮ = ௏0
ௌ

             

  :اگر شرایط اولیه صفر فرض شوند

(ܵ)ܫܴ + 1
஼ௌ

(ܵ)ܫ + (ܵ)ܫܵܮ = ௏0
ௌ

                                  

ቀܴ + 1
஼ௌ

+ ቁܵܮ (ܵ)ܫ = ௏0
ௌ

                                              

(ܵ)ܫ =
ೇ0
ಽ

ௌ2ାೃ
ಽௌା 1

ಽ಴
                                                            

..........................................................................................................................  

  

ثابت کنید  (ݐ)uبا کمک انتگرال گیري متوالی از تابع پله واحد ). 4- 8(تمرین
  :که 

  :Kبراي هر عدد صحیح 

∫ ఛೖ

௞!
 ௧

0ష ݀߬ = ௧ೖశ1

(௞ା1)!
                                                             

  :و سپس با کمک تبدیل لاپلاس نشان دهید

n:ℒبراي هر عدد صحیح  ቀ௧೙

௡!
ቁ = 1

ௌ೙శ1                                     
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 244       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  تبدیل لاپلاس توابع متناوب. 4- 8
تکرار  و شکل تابع در فواصل زمانی مشخصی ، تابعی است که مقدار1تابع متناوب

براي . دهند مینشان  Tفاصله زمانی را دوره تناوب نامیده و معمولاً با  این .گردد می
اینکه بتوانیم تبدیل لاپلاس یک تابع متناوب را محاسبه کنیم ابتدا نیاز به محاسبه تبدیل 

  .لاپلاس توابع تأخیر یافته است
ݐظر بگیرید که به ازاي را در ن (ݐ)݂حال تابع  < ، مقدارش برابر صفر و تبدیل ٠

تأخیر یافته باشد که به اندازه  تأخیر یافته  (ݐ)݂نیز تابع  (ݐ)݃.باشد (ܵ)ܨلاپلاس آن 
این دو تابع در . جابجا شده است)زمان(در جهت محور افقی ߬باشد که به اندازه 

 :نشان داده شده اند) 3- 8(شکل

  

 
  (ݐ)݃تابع تأخیر یافته آن ) ب(و  (ݐ)݂تابع )فال).(3- 8(شکل

  
  :توان گفت می) 3- 8(با توجه به شکل. را بیابیم (ݐ)݃خواهیم تبدیل لاپلاس تابع  می

(ݐ)݃ = ݐ)ܨ − ݐ)ݑ(߬ − ߬)                                                   
  :پس

ℒ(݃(ݐ)) = ∫ ݐ)݂ − ߬)ାஶ
٠ష ݐ)ݑ − ߬)݁ିௌ௧݀ݐ                           

ᇱݐبا استفاده از متغیر کمکی  = ݐ −   :داریم ߬
ℒ(݃(ݐ)) = ∫ ାஶ(ᇱݐ)݂

٠ష                                ᇱݐௌ൫௧ᇲାఛ൯݀ି݁(ᇱݐ)ݑ
= ݁ିௌఛ ∫ ାஶ(ᇱݐ)݂

٠ష ݁ିௌ௧ᇲ݀ݐᇱ                                                                 
= ݁ିௌఛܨ(ܵ)                                                                                                       

  یا بعبارت دیگر 
 

                       )8 -9(  ℒ(݂(ݐ − ݐ)ݑ(߬ − ߬)) = ݁ିௌఛܨ(ܵ)   
                                                                                                                                                                                                            

1 Periodic functions 
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 245       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
را بدست  Tبا دوره تناوب  (ݐ)݂تبدیل لاپلاس یک تابع متناوب  خواهیم میاکنون 

توان تابع  میآنگاه . نمایش دهیم (ݐ)ଵ݂آوریم اگر این تابع را در دوره تناوب اول با 
  :را بصورت زیر نوشت (ݐ)݂

)8 -10(                                                                                      
(ݐ)݂    = (ݐ)١݂ + ݐ)١݂ − ݐ)ݑ(߬ − ߬) + ݐ)١݂ − ݐ)ݑ(٢߬ − ٢߬) + ⋯  

  
ݐ)݂مقدار تابع در سیکل اول و  (ݐ)١݂که  − ݐ)ݑ(߬ − . باشد می تابع در سیکل دوم (߬

 :خواهیم داشت) 9- 8(حال به کمک رابطه
  

(ܵ)ܨ = ℒ(݂(ݐ)) = (ܵ)١ܨ + ௌ்ି݁(ܵ)١ܨ + ٢்ௌି݁(ܵ)١ܨ + ⋯       
  

(ܵ)ܨ = ൫١(ܵ)١ܨ + ݁ି்ௌ + ݁ି٢்௦ + ⋯ ൯                            
  

١جملات داخل کروشه بسط تابع 
١ି௘ష೅ೄ باشند، در نتیجه می: 

 
(ܵ)ܨ  )11- 8(                        = ி١(ௌ)

١ି௘ ష೅ೄ   
نمایش داده شده است ) 4- 8(ا بصورتی که در شکلر (ݐ)݂تابع متناوب . )14-8(مثال

  .تبدیل لاپلاس آنرا محاسبه کنید. در نظر بگیرید

 
 

  )4-8(مربوط به مثال (ݐ)݂تابع متناوب ). 4- 8(شکل
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 246       )    2(مدارهاي الکتریکی 

اگر شکل موج در تناوب اول را . است Tشود دوره تناوب  میهمانگونه که دیده ) حل
  :نمایش دهیم (ݐ)١݂با 

(ݐ)١݂ = (ݐ)ݑܯ − ݑܯ٢ ቀݐ − ்
٢ቁ + ݐ)ݑܯ − ܶ)                       

  
,٠]مربوط به دوره تناوب اول  (ݐ)١݂تابع ).5- 8(شکل ܶ]  

  
  :کنیم میرا محاسبه  (ݐ)١݂تبدیل لاپلاس 

(ܵ)١ܨ = ெ
ௌ

− ٢ெ
ௌ

݁ି೅
٢ௌ + ெ

ௌ
݁ି்ௌ                                              

= ܯ

ܵ
ቀ١ − ݁−ܶ

٢ܵቁ
٢

                                                                                   
  :داریم) 11- 8(حال به کمک رابطه

(ܵ)ܨ = ெ
ௌ

 
ቆ١ି௘

೅ೄ
٢ ቇ

٢

١ି௘ష೅ೄ                                                     

(ܵ)ܨ = ெ
ௌ

 
ቆ١ି௘

೅ೄ
٢ ቇ

٢

ቆ١ି௘ష೅ೄ
٢ ቇቆ١ା௘ష೅ೄ

٢ ቇ 
                                             

(ܵ)ܨ = ெ
ௌ

 ١ି௘ష೅ೄ
٢

١ା௘ష೅ೄ
٢

                                                                   

.........................................................................................................................................  
. و تبدیل لاپلاس آنها محاسبه شده است تا کنون در این فصل توابع مختلفی مطرح

بع براي خاتمه این مبحث و جمع بندي مطالب ارائه شده، تبدیلات لاپلاس یعنی توا
 و همچنین تعدادي از ویژگیهاي اساسی تبدیلات لاپلاس) 1- 8(ساده زمانی در جدول

  :توان از آنها کمک گرفت میآورده شده اند که در حل مسائل مدار ) 2- 8(در جدول

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 247       )    2(مدارهاي الکتریکی 

F(S)  f(t) 

(ܵ)1ܨ + (ݐ)1݂   (ܵ)2ܨ  +    (ݐ)2݂ 

(ܵ)1ܨ − (ݐ)1݂   (ܵ)2ܨ  −    (ݐ)2݂ 

   (ݐ)݂݇   (ܵ)ܨ ݇

1
௔

ௌ)ܨ 
௔

   (ݐܽ)݂   (

− ௗ
ௗௌ

   (ݐ)݂ ݐ   (ܵ)ܨ

(−1)௡ ௗ೙

ௗௌ೙ ௡ݐ   (ܵ)ܨ    (ݐ)݂ 

ܵ)ܨ + ܽ)   ݁ି௔௧    (ݐ)݂ 

݁ି௔ௌݐ)݂   (ܵ)ܨ − ݐ)ݑ (ܽ − ܽ)   

௘షೌೄ

ௌ
ݐ)ݑ    − ܽ)   

(ܵ)ܨܵ − ௗ   (ି݋)݂
ௗ௧

   (ݐ)݂

(ܵ)ܨ2ܵ − (ି݋)݂ܵ − ௗ௙
ௗ௧

ௗ2   (ି݋)
ௗ௧2    (ݐ)݂ 

(ܵ)ܨ3ܵ − (ି݋)2݂ܵ − ܵ ௗ௙
ௗ௧

(ି݋) − ௗ2
ௗ௧2 ௗ3   (ି݋)

ௗ௧3    (ݐ)݂ 

(ܵ)ܪ = ி(ௌ)
ௌ

+ ௛(௢ష)
ௌ

   ℎ(ݐ) = ∫ ݂(߬)݀߬ +  ℎ(ି݋)௧
௢   

limௌ→ஶ ܵ. lim௧→௢   (ܵ)ܨ    (ݐ)݂

limௌ→௢ ܵ. lim௧→ஶ   (ܵ)ܨ   (ݐ)݂

 
  تبدیلات لاپلاس تعدادي از توابع زمانی ساده.1- 8جدول         
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 248       )    2(مدارهاي الکتریکی 

(ݐ)݂تبدیل لاپلاس تابع . )5-8(تمرین =   .را محاسبه کنید ௔௧ି݁ݐ
  

  .دتبدیل لاپلاس تابع زیر را بدست آوری ).15-8(مثال

  
  )15-8(تابع مربوط به مثال). 6- 8(شکل

  
  )حل

(ܵ)ܨ = ∫ ௌ௧ାஶି݁(ݐ)݂
0ష ݐ݀ = ∫ ௌ௧1ି݁ݐ

0ష ݐ݀ + ∫ (2 − 2ݐௌ௧݀ି݁(ݐ
1                    

(ܵ)ܨ = ି௧
ௌ

݁ିௌ௧|0ష1 + 1
ௌ

∫ ݁ିௌ௧1
0 ݐ݀ + 2

ିௌ
݁ିௌ௧|12  

− ቂି௧
ௌ

݁ିௌ௧|12 + 1
ௌ ∫ ݁ିௌ௧2

1                                       ቃݐ݀
(ܵ)ܨ = ି1

ௌ
݁ିௌ − 1

ௌ2 (݁ିௌ − 1) − 2
ௌ

(݁ି2ௌ − ݁ିௌ) + 2
ௌ

݁ି2ௌ − 1
ௌ

݁ିௌ   
+ 1

ௌ2 (݁ି2ௌ − ݁ିௌ)                                                           
(ܵ)ܨ = 1

ௌ2 (1 − 2݁ିௌ + ݁ି2ௌ)                                                                              
.........................................................................................................................................  

  
  :نیز بعضی از ویژگیهاي اساسی تبدیل لاپلاس آورده شده است) 2- 8(در جدول
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 249       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 
  هاي اساسی تبدیل لاپلاس ویژگی). 2- 8(جدول

  
(ݐ)݂تبدیل لاپلاس تابع .)6-8(تمرین = ݁ି௔௧ cos(ݐ +   .را بدست آورید (ߠ
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 250       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  لاپلاس معکوس توابع.5- 8
لی در حوزه زمان با کمک تبدیل لاپلاس آنها را به حوزه براي حل معادلات دیفرانسی

پس از حل این . کنیم میانتقال داده و آنرا به یک معادله جبري ساده تبدیل  Sفرکانس 
با . معادله و یافتن جوابی نیاز است تا دوباره از فضاي فرکانس به حوزه زمان بازگردیم

  . شوند می فرکانس به حوزه زمان منتقلحوزه استفاده از تبدیل لاپلاس معکوس توابع از 
معمولاً در مسائل مدارهاي الکتریکی توابع حاصل در حوزه فرکانس داراي چند قطب 

براي انتقال این توابع گویا از حوزه فرکانس به حوزه زمان آنها را به . و صفر هستند
ش اصطلاحاً این رو. دهیم میاجزاء ساده تري تبدیل کرده و سپس به حوزه زمان انتقال 

  .شود، که در ادامه توضیح داده خواهد شد مینامیده  "تجزیه به کسرهاي جزئی "
 :را بصورت زیر در نظر بگیرید F(S)تابع گویاي 

 
(ܵ)ܨ  )12- 8(                             = ௉(ௌ)

ொ(ௌ)
= ௕0ௌ೘ା௕1ௌ೘ష1ା⋯ା௕೘ష1ௌା௕೘

௔0ௌ೙ା௔1ௌ೙ష1ା⋯ା௔೙ష1ௌା௔೙
   

௡ܽکه ضرایب  , ⋯ , ܽ1, ௠ܾو 0ܽ , ⋯ , ܾ1, ، یک تابع گویا. همگی اعداد حقیقی هستند 0ܾ
ي صورت و مخرج را تعریف ها توسط دو مجموعه از ضرایب حقیقی که چندجمله اي

ورت و مخرج کسر را نیز ي صها توان چندجمله اي می. شود میکنند، کاملاً مشخص  می
را  (ܵ)ܨتوان  میدر نتیجه  .بصورت حاصلضرب جملات صفر و قطب نیز تبدیل کرد

 :بگونه دیگري نشان داد

(ܵ)ܨ  )13- 8(                             = ܭ
∏ (ௌି௓೔)೘

೔స1
∏ (ௌି௉ೕ)೙

ೕస1
   

  ܼ௜ صفرها و  ها௜ܲ اگر . باشند می (ܵ)ܨي تابع ها قطب ها௝ܲ  یک ریشه از مرتبه
یک ریشه از  ௝ܲنامند و اگر  می "قطب ساده "چندجمله اي مخرج باشد، آنرا یک 

. شود میگفته "  r ر از مرتبهقطب مکر"چندجمله اي مخرج باشد به آن  rمرتبه 
  .شوند میصورت کسر نیز صفرهاي تابع نامیده هاي چند جمله اي  ریشه

مولاً در مسائل مدارهاي الکتریکی چندجمله اي صورت کسر داراي مرتبه پایین تري مع
݊)نسبت به چندجمله اي مخرج است > در صورتیکه چنین نباشد باید در گام . (݉

چندجمله اي صورت را بر مخرج تقسیم کرد تا یک چندجمله اي خارج قسمت  اول
෠ܲ(ܵ)  و چندجمله اي باقیماندهR(S) ددحاصل گر: 

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 251       )    2(مدارهاي الکتریکی 

(ܵ)ܨ  )14- 8(                             = ௉(ௌ)
ொ(ௌ)

= ෠ܲ(ܵ) + ோ(ௌ)
ொ(ௌ)

   
از طرف دیگر . خواهد بود Q(S)داراي مرتبه کمتري نسبت به  R(S)چندجمله اي 

෠ܲ(ܵ)  یک چندجمله اي ازS  است و لاپلاس معکوس آن یک ترکیب خطی از
,(2)ߜ ,(1)ߜ   .دباش می ⋯و  ߜ

در صورتیکه درجه صورت کسر  (ܵ)ܨخلاصه اینکه براي یافتن لاپلاس معکوس تابع 
کنیم و همچنین اگر درجه  میتبدیل ) 14- 8(فرم رابطهه آنرا ب ،بیشتر از مخرج کسر باشد

 اسبی است و به گام دومل منکمتر از مخرج آن باشد تابع به شک (ܵ)ܨصورت 
را یافته و کسر حاصل از گام  (ܵ)ܳي چندجمله اي اه در گام دوم باید ریشه .رویم می

اول را بصورت مجموع چند کسر دیگر نمایش دهیم بطوریکه مخرج هر کسر شامل 
  :سه حالت ممکن است رخ دهد. است (ܵ)ܨي ها تنها یک ریشه و برابر یکی از قطب

  .شدي مختلط که جداگانه بررسی خواهند ها ي مکرر و قطبها ي ساده، قطبها قطب

  ي سادهها قطب.1- 5- 8
نمایش داده شده در نظر ) 13- 8(را بگونه اي که در رابطه (ܵ)ܨیک تابع گویاي 

ي مخرج کسر از مرتبه اول بوده و هیچ کدام تکرار ها فرض کنید همه ریشه. بگیرید
 :اگر چندجمله اي مخرج را بصورت زیر نمایش دهیم.نگردند

                         )8 -15(  ܳ(ܵ) = ∏ ൫ܵ − ௝ܲ൯௡
௝ୀ1   

ریشه است که آنها  nداراي  (ܵ)ܳتکراري نیست و  ௝ܲفرض بر اینست که هیچ قطب 
هدف از تجزیه بصورت کسرهاي جزئی اینست که بتوان . نامیم می "ي سادهها قطب"را 

  :را بصورت زیر تبدیل کرد (ܵ)ܨتابع گویاي 
(ܵ)ܨ)  16- 8(        = ௄1

ௌି௉1
+ ௄2

ௌି௉2
+ ⋯ + ௄೙

ௌି௉೙
= ∑ ௄೔

ௌି௉೔
   ௡

௜ୀ1                  
 

൫ܵرا در ) 16- 8(توان طرفین رابطه می ௝ܭبراي یافتن ضرایب  − ௝ܲ൯ ضرب نمود .
  :بنابراین

            )8 -17     (൫ܵ − ௝ܲ൯ܨ(ܵ) = ௝ܭ + ൫ܵ − ௝ܲ൯ ∑ ௄೔
ௌି௉೔

௡
௜ୀ1           ݅ ≠ ݆    
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 252       )    2(مدارهاي الکتریکی 

را در رابطه قرار  ௝ܲمقدار  Sحال بجاي . برقرار است Sاین رابطه براي تمام مقادیر 
  :در نتیجه. دهیم می

௝ܭ)     18- 8(                = ൫ܵ − ௝ܲ൯ܨ(ܵ)|ௌୀ௉ೕ                                                      
  

  .تابع زیر را بصورت مجموع کسرهاي جزئی تجزیه کنید. )16-8(مثال
(ܵ)ܨ = 2ௌା5

(ௌା1)(ௌା2)                                                            
1ܲگویا و داراي دو قطب ساده  (ܵ)ܨتابع ) حل = 2ܲو  1− =   :بنابراین. است 2−

(ܵ)ܨ = ௄1
ௌା1 + ௄2

ௌା2                                                                                   
  : 1ܭبراي یافتن 

1ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ + 1)|ௌୀି1 = 2(ି2)ା5
ି2ା1 = 3                                               

  : 2ܭبراي یافتن 
2ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ + 2)|ௌୀି2 = 2(ି2)ା5

ି2ା1 = −1                                                   
(ܵ)ܨ = 3

ௌା1 − 1
ௌା2                                                                                               

.........................................................................................................................................  

  ي مکررها قطب.2- 5- 8
قطب ساده دیگر  nو  rبا مرتبه  0ܲداراي قطب تکراري  (ܵ)ܨفرض کنید تابع گویاي 

  .باشد
(ܵ)ܨ  )19- 8(                          = ௉(ௌ)

(ௌି௉0)ೝ ∏ ൫ௌି௉ೕ൯೙
ೕస1

   
  

 :را بصورت مجموع کسرهاي گویاي جزئی بنویسیم (ܵ)ܨخواهیم تابع  می

  
(ܵ)ܨ            )20- 8(      = ௄01

ௌି௉0
+ ௄02

(ௌି௉0)2 + ⋯ + ௄0ೝ
(ௌି௉0)ೝ + ௄1

ௌି௉1
+ ௄2

ௌି௉2
+ ⋯  

www.it98.ir
w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 253       )    2(مدارهاي الکتریکی 

+ ௄೙
௦ି௉೘

= ∑ ௄0೔
(ௌି௉0)೔

௥
௜ୀ1 + ∑ ௄ೕ

ௌି௉ೕ

௡
௝ୀ1   

 
را در عبارت مناسبی ضرب ) 20- 8(باید طرفین رابطه ௝ܭو  0௜ܭبراي یافتن ضرایب 

-8(ي ساده هستند از همان رابطهها ها که ضرایب مربوط به قطب௝ܭبراي محاسبه . کنیم
൫ܵطرفین رابطه در . شود میاستفاده ) 18 − ௝ܲ൯  شود و سپس بجاي  میضربS  مقدار

௝ܲ  ي ساده حاصل شوندها ضرایب مربوط به قطب دهیم تا میرا قرار.  
0௥ܭاما براي یافتن  , ⋯ , 02ܭ , ) 20- 8(اگر طرفین رابطه . شود میبگونه دیگري عمل  01ܭ

ܵ)را در  − 0ܲ)௥ ضرب کنیم داریم: 

  
ܵ)(ܵ)ܨ           )21- 8(    − 0ܲ)௥ = ܵ)01ܭ − 0ܲ)௥ି1 + ܵ)02ܭ − 0ܲ)௥ି2 + ⋯  

ܵ)(௥ି1)0ܭ+            − 0ܲ) + 0௥ܭ + (ܵ − 0ܲ)௥ ∑ ௄ೕ

ௌି௉ೕ

௡
௝ୀ1   

  
ܵحال اگر قرار دهیم  =   :خواهیم داشت 0ܲ

0௥ܭ  )22- 8(                          = ܵ)(ܵ)ܨ − 0ܲ)௥|ௌୀ௉0   
ܵمشتق گرفته و سپس  Sنسبت به ) 21- 8(کافیست از رابطه (௥ି1)0ܭبراي یافتن  = 0ܲ 

  .قرار دهیم
(௥ି1)0ܭ  )23- 8(                          = ௗ

ௗௌ
ܵ)(ܵ)ܨ] − 0ܲ)௥]|ௌୀ௉0   

  :و به همین ترتیب
(௥ି1)0ܭ  )24- 8(                          = 1

௜!
 ௗ೔

ௗௌ೔ [(ܵ − 0ܲ)௥ܨ(ܵ)]|ௌୀ௉0   
  

  :تابع زیر را بصورت جمع کسرهاي جزئی تجزیه کنید).17-8(مثال

(ܵ)ܨ = 3ௌ2ା6ௌା2
ௌ3ା4ௌ2ା5ௌା2                                                                                   

 
  :توان مخرج کسر را بصورت حاصلضرب جملات زیر نوشت می) حل

ܵ3 + 4ܵ2 + 5ܵ + 2 = (ܵ + 2)(ܵ2 + 2ܵ + 1)                                            
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 254       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  بنابراین
(ܵ)ܨ = ௄1

ௌା1 + ௄2
(ௌା1)2 + ௄3

ௌା2                                                                   
  2ܲ =   :را براحتی محاسبه کرد 3ܭتوان  مییک قطب ساده است و  2−

3ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ + 2)|ௌୀ௉2 = 3ௌ2ା6ௌା2
(ௌା1)2 |ௌୀି2 = 2                                       

1ܲاما  =   :یک قطب از مرتبه دوم است پس 1−
2ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ] + 1)2]ௌୀ௉1 = 3ௌ2ା6ௌା2

ௌା2 |ௌୀି1 = −1                                     
1ܭ = ௗ

ௗௌ
ܵ)(ܵ)ܨ] + 1)2]ௌୀି1 = ௗ

ௗௌ
[3ௌ2ା6ௌା2

ௌା2 ]ௌୀି1                                     
1ܭ = 3ௌ2ା12ௌା10

(ௌା2)2 |ௌୀି1 = 3ି12ା10
1 = 1                                                           

  :و در نتیجه
(ܵ)ܨ = 1

ௌା1 + ି1
(ௌା1)2 + 2

ௌା1                                                                                
.........................................................................................................................................  

  ي مختلطها قطب.3- 5- 8
 روابط فوق هم براي. تاکنون دو حالت قطب ساده و قطب مکرر بررسی شده اند

اما اگر . ي مختلط معتبر و قابل استفاده هستندها هاي حقیقی و هم براي قطب قطب
توان روابط را ساده تر کرد و ضرایب مربوطه را سریعتر  میمختلط باشند،  ها قطب
  .یافت
F(S) ي ها بنابراین اگر صفرها و قطب. چندجمله اي گویا با ضرایب حقیقی است

یعنی اینکه اگر . ي مختلط درآیندها مختلط داشته باشد،باید بصورت جفت مزدوج
1ܲ = 1ߜ + ، قطب دیگر مزدوج مختلط آن یعنی باشد F(S)یک قطب  1ݓ݆

തܲ1 = 1ߜ − ، هر چندجمله اي  Sدلیل اینست که براي تمام مقادیر . خواهد بود 1ݓ݆
Q(S)  ܳبا ضرایب حقیقی داراي این ویژگی است که(ܵ)തതതതതത = ܳ(ܵ̅).  

1ܲداراي دو قطب مزدوج مختلط  F(S)حال فرض کنید چندجمله اي  = 1ߜ +  و 1ݓ݆
2ܲ = തܲ1 = 1ߜ −  2ܭو  1ܭ براي تبدیل آن به کسرهاي جزئی باید ضرایب. باشد 1ݓ݆

  :را بدست آورد
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 255       )    2(مدارهاي الکتریکی 

                         )8 -25(  ௄1
ௌି(ఋ1ା௝௪1)

+ ௄2
ௌି(ఋ1ି௝௪1)

   
  

  :خواهیم داشت) 18- 8(از رابطهي ساده بکار بردیم، با استفاده ها مشابه آنچه براي قطب
1ܭ = [(ܵ − 1ߜ − ௌୀఋ1ା௝௪1[(ܵ)ܨ(1ݓ݆                                             

                         )8 -26(  
2ܭ = [(ܵ − 1ߜ + ௌୀఋ1ି௝௪1[(ܵ)ܨ(1ݓ݆                                             

F(S) 2ܭتوان گفت که  می) 26- 8(با توجه به رابطه. تابعی گویا با ضرایب حقیقی است 
  :است یا بعبارت دیگر 1ܭمزدوج مختلط 

1ܭ = ௝∠௄1݁|1ܭ|                                                                                    
                         )8 -27(  

2ܭ = ഥ1ܭ = ௝∠௄1ି݁|1ܭ|                                                                       
  :برابر خواهد بود با) 25- 8(لاپلاس معکوس رابطه

                        )8 -28(ℒି1 ቀ ௄1
ௌି(ఋ1ା௝௪1)

+ ௄2
ௌି(ఋ1ି௝௪1)

ቁ =                                            
                                                  = ఋ1௧ൣ݁௝(௪1௧ା∠௄1)݁|1ܭ| + ݁ି௝(௪1௧ା∠௄1)൧            

                                           = ݐ1ߜ݁|1ܭ|2 cos(ݐ1ݓ +               (1ܭ∠
  

لاپلاس معکوس آن در حوزه زمان را . بصورت زیر است F(S)تابع . )18-8(مثال
  :بدست آورید

(ܵ)ܨ = 4ௌ2ା7ௌା13
(ௌ2ା2ௌା5)(ௌା2)                                                                            

  
  :کنیم میبع را محاسبه ي تاها ابتدا قطب) حل

1ܲ,2 = −1 ± √1 − 5 = −1 ± 2݆                                                          
3ܲ = −2                                                                                                     

  :در نتیجه
ܳ(ܵ) = (ܵ + 2)(ܵ + 1 − 2݆)(ܵ + 1 + 2݆)                                          
(ܵ)ܨ = ௄1

ௌି(ି1ା2௝)
+ ௄2

ௌି(ି1ି2௝)
+ ௄3

ௌା2                                                     
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 256       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 3ܲ =   :توان محاسبه کرد میرا براحتی  3ܭیک قطب ساده است و  2−
3ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ] + 2)]ௌୀି2 = 3                                                                

  :آید مینیزعدد مختلط است و بصورت زیر بدست 1ܭ  
1ܭ = ܵ)(ܵ)ܨ] + 1 − 2݆)]ௌୀି1ା2௝ = 4(1ି4ି4௝)ା(ି7ା14௝)ା13

(1ା2௝)(4௝)
             

1ܭ = ௝
2 (1 − ݆) = 1ା௝

2 = √2
2 ݁௝൫45°൯                                                            

  :است پس 1ܭنیز مزدوج مختلط  2ܭ 
2ܭ = √2

2 ݁ି45°௝                                                                                                
  :خواهیم داشت) 28- 8(بنا به فرمول

(ݐ)݂ = 2 ቀ√2
2 ቁ ݁ି௧ cos൫2ݐ + 45°൯ + 3݁ି2௧                                               

(ݐ)݂ = ݁ି௧ cos(2ݐ) − ݁ି௧ sin(2ݐ) + 3݁ି2௧                                               
.........................................................................................................................................  

  
  :لاپلاس معکوس تابع زیر را در حوزه زمان بدست آورید. )7-8(تمرین

(ܵ)ܨ = ௌ2ା3ௌା7
((ௌା2)2ା4)(ௌା1)                                                

  ل مدارهاي الکتریکیکاربرد تبدیل لاپلاس در ح. 6- 8
در این قسمت چند کاربرد تبدیل لاپلاس در حل مدارهاي الکتریکی را بیان خواهیم 

در مدارهایی که شامل سلف و یا خازن هستند، معادلات مربوط به متغیرهاي ولتاژ . کرد
این معادلات با تبدیل لاپلاس به حوزه فرکانس . باشند مییا جریان بصورت دیفرانسیلی 

پس از حل آنها جوابها را با تبدیل لاپلاس معکوس از حوزه فرکانس . شوند میمنتقل 
در ادامه کاربردهاي تبدیل لاپلاس در یافتن پاسخ حالت . گردانیم میبه حوزه زمان بر

  .صفر و سپس پاسخ حالت کامل مدارهاي الکتریکی را بررسی خواهیم کرد
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  1پاسخ حالت صفر. 1- 6- 8
با زمان را در نظر بگیرید که شرایط اولیه آن یعنی ولتاژ  یک مدار خطی تغییرناپذیر

تنها عامل ایجاد جریان یا ولتاژ در مدار . همگی صفر هستند ها و جریان سلف ها خازن
خواهیم با  می. شوند میمنابع ولتاژ یا جریانی هستند که بصورت ورودي به مدار اعمال 

  .آوریماستفاده از تبدیل لاپلاس پاسخ مدارها را بدست 
را بصورت نسبت تبدیل لاپلاس پاسخ حالت صفر به لاپلاس ورودي  "تابع شبکه"قبلاً 

  :توان گفت میبنابراین . تعریف کرده ایم
  )تبدیل لاپلاس پاسخ حالت صفر)=(تابع شبکه)(تبدیل لاپلاس ورودي)        (29- 8(

و پاسخ ضربه نیز  باشد می 1دانیم تبدیل لاپلاس تابع ضربه واحد، برابر  میاز طرفی 
تبدیل لاپلاس پاسخ ضربه، همان "توان گفت  میبنابراین . خود پاسخ حالت صفر است

  "تابع شبکه است
، گره، مش، KVL ،KCLبراي محاسبه پاسخ حالت صفر هر مدار، معادلات دیفرانسیلی 

 صفر بودن شرایط اولیه. گیریم میرا نوشته و از آنها تبدیل لاپلاس  ست کاتحلقه یا 
پس از حل معادلات جوابها را بدست . باعث ساده تر شدن معادلات حاصل خواهد شد

گیریم تا پاسخ حالت صفر در حوزه زمان حاصل  میآورده و از آنها لاپلاس معکوس 
  .شود

را در نظر بگیرید که شرایط اولیه همگی صفر هستند ) 7- 8(مدار شکل ).19-8(مثال 
(ݐ)ௌ݅اگر ورودي تابع  =   .را بیابید V(t)باشد، پاسخ مدار  (ݐ)ݑ

  
  )19-8(مربوط به مثال RLCمدار ).7- 8(شکل

                                                                                                                                                                                                            

1 Zero state response 
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 258       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  :نویسیم میرا  KCLرابطه ) حل

−    :ܮܥܭ ݅ௌ + ௏
ோ

+ ܥ ௗ௏
ௗ௧

+ 1
௅

∫ ݐܸ݀ + 0ܫ = 0                                                       
0ܫ: گی صفر هستندله شرایط اولیه همبنا به فرض مسئ =   بنابراین 0

(ܵ)ௌܫ = ௏(ௌ)
ோ

+ (ܵ)ܸ ܵܥ − (0ି)ܸ ܥ + 1
௅ௌ

ܸ(ܵ)                                           
(0ି)ܸهمچنین  =   :در نتیجه 0

ܸ(ܵ) ቀ1
ோ

+ ܵܥ + 1
௅ௌ

ቁ =                                                                                ௌܫ

ܸ(ܵ) =
1
ೄ

஼ቀௌା 1
ೃ಴ା 1

ಽ಴ೄቁ
=

1
಴

ௌ2ା ೄ
ೃ಴ା 1

ಽ಴

                                                                  
ܸ(ܵ) = 4

ௌ2ା2ௌା2 = 4
(ௌା1)2ା1                                                                     

1ܲ,2:داراي دو قطب مختلط است V(S)تابع  = −1 ± با تجزیه به کسرهاي جزئی  ݆
  :داریم

ܸ(ܵ) = ௄1
ௌି(ି1ା௝)

+ ௄2
ௌି(ି1ି௝)

                                                                        
1ܭ = 4

2௝
= 2݁ି൫90°൯௝ 2ܭ    ,         = 2݁90°௝                                                    

(ݐ)ܸ = 2 × 2݁ି௧ cos൫ݐ − 90°൯ = 4݁ି௧ sin                                                 ݐ
.........................................................................................................................................  

را براي  i(t)پاسخ حالت صفر مدار . را در نظر بگیرید) 8- 8(مدار شکل. )8-8(تمرین
ݐ >   .محاسبه کنید 0

  
  )8-8(مدار مربوط به تمرین).8- 8(شکل
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  1پاسخ کامل. 2- 6- 8
 ها خازن. را در نظر بگیریدیک مدار الکتریکی با عناصر خطی و تغیرناپذیر با زمان 

منابع ورودي نیز در مدار . نیز جریان اولیه دارند ها داراي ولتاژ اولیه غیر صفر و سلف
  .خواهیم پاسخ کامل مدار را از روش لاپلاس محاسبه کنیم می. کنند میایجاد جریان 

زمان ابتدا روابط دیفرانسیلی  بین متغیرهاي شبکه، ورودي و پاسخ شبکه را در حوزه 
در این مرحله شرایط .  شود میسپس از این روابط تبدیل لاپلاس گرفته . نویسیم می

پاسخ مدار را یافته و از آن . گردند میتقیم در معادلات منظور اولیه مدار بطور مس
  .گیریم تا پاسخ کامل در حوزه زمان حاصل شود میلاپلاس معکوس 

   
஼ܸ(0ି)رید که شرایط اولیه را در نظر بگی) 9- 8(مدار شکل. )20-8(مثال = 1௏  و

݅(0ି) = 5஺  (ݐ)݁و ورودي = 12 sin(5ݐ) پاسخ کامل مدار، جریان . باشد میi  را
ݐبراي  ≥   .بدست آورید 0

  
  )20-8(مدار مربوط به مثال). 9- 8(شکل

  
  :نویسیم میرا  KVLمعادله ) حل

−   :ܮܸܭ (ݐ)݁ + ܮ ௗ௜
ௗ௧

+ ܴ݅ + 1
஼ ∫ ݐ݀݅ + ஼ܸ(0ି) = 0                                     

(ܵ)ܧ = (ܵ)ܫ ܵܮ − (0ି)݅ ܮ + (ܵ)ܫ ܴ + ூ(ௌ)
஼ௌ

+ ௏಴(0ష)
ௌ

                                  
(ܵ)ܧ = (ܵ)ܫ ቀܵ + 6 + 1

0/04ௌ
ቁ − 5 + 1

ௌ
                                                         

  و همچنین

                                                                                                                                                                                                            

1 Complete response 
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 260       )    2(مدارهاي الکتریکی 

(ܵ)ܧ = 5×12
ௌ2ା25                                                                                

  بنابراین
ถ(ܵ)ܫ

تبدیل لاپلاس پاسخ کامل
= ௌ

ௌ2ା6ௌା25 ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ(ܵ)ܧ
تبدیل لاپلاس پاسخ حالت صفر

+ 5ௌି1
ௌ2ା6ௌା25ᇣᇧᇤᇧᇥ

ديورو صفر تبدیل لاپلاس پاسخ 

                          

  
  :کنیم میابتدا پاسخ حالت صفر را محاسبه 

(ܵ)1ܫ = 60ௌ
(ௌ2ା6ௌା25)(ௌ2ା25)

= 60ௌ
[(ௌା3)2ା16](ௌ2ା25)

                                          
 

(ܵ)1ܫ                                              = ௄1
ௌି(ି3ା4௝)

+ ௄2
ௌି(ି3ି4௝)

+ ௄3
ௌି5௝

+ ௄4
ௌା5௝

  
  :طبق روشهاي گفته شده براي محاسبه کسرهاي جزئی

1ܭ = (ܵ + 3 − ௌୀି3ା4௝|(ܵ)1ܫ(4݆ = 1/25݁90°௝                                            
2ܭ = (ܵ + 3 + ௌୀି3ି4௝|(ܵ)1ܫ(4݆ = 1/25݁ି90°௝                                          
3ܭ = (ܵ − ௌୀ5௝|(ܵ)1ܫ(5݆ = −݆ = ݁ି90°௝                                                       
4ܭ = (ܵ + ௌୀି5௝|(ܵ)1ܫ(5݆ = ݆ = ݁90°௝                                                           

  بنابراین
(ݐ)t≥0 ݅1براي  = 2/5݁ି3௧ sin ݐ4 + 2 sin                         ݐ5

  :کنیم میمشابه همین روند را براي محاسبه ورودي صفر دنبال 
(ܵ)2ܫ = 5ௌି1

(ௌ2ା6ௌା25) = ஼1
ௌି(ି3ା4௝)

+ ஼2
ௌି(ି3ି4௝)

                                                  
1ܥ = ܵ)(ܵ)2ܫ + 3 − 4݆)|ௌୀି3ା4௝ = ି16ା20௝

8௝
= ି4ା5௝

2௝
= 5ା4௝

2                       
  :خواهد بود 1ܥنیز مزدوج مختلط  2ܥو 

2ܥ = 5ି4௝
2                                                                                  

  :بنابراین
(ݐ)2݅ = ቀ5ା4௝

2 ቁ ݁(ି3ା4௝)௧ + ቀ5ି4௝
2 ቁ ݁(ି3ି4௝)௧                                                   

= 2/5e−3t(݁4݆ݐ + e−4jt) + 2e−3tj(e4jt − e−4jt)                                             
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 261       )    2(مدارهاي الکتریکی 

ݐبراي  ≥ (ݐ)2݅ 0 = 5݁ି3௧ cos ݐ4 − 4݁ି3௧ sin                                              ݐ4
  :بنابراین پاسخ کامل برابر است با

ݐ براي ≥ (ݐ)݅ 0 = (ݐ)1݅ + (ݐ)2݅ = 5݁ି3௧ cos ݐ4 − 6/5݁ି3௧ sin ݐ4 + 2 sin     ݐ5
 

.........................................................................................................................................  
با روش حل دیفرانسیلی مدارهاي . را در نظر بگیرید) 9- 8(مدار شکل. )9-8(تمرین

 )2- 8( مثالحاصل را با جواب . دست آوریدمرتبه دوم در حوزه زمان پاسخ کامل آنرا ب
  .مقایسه نمائید

   

www.it98.ir
W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

wWw.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


www.it98.ir

 262       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  

  مسائل فصل هشتم
  
  .لاپلاس توابع زیر را بیابید- 1

(ݐ)݂       )١( = ݁ି௧ cos                               ݐ
(ݐ)݂              )٢( = ݁ି٢௧ sin                    ݐ٤
(ݐ)݂    )٣( = ݐ cos                                        ݐ
(ݐ)݂     )٤( =                                         ٢௧ି݁ݐ

  
  : معکوس توابع زیر را بیابید لاپلاس - 2

(ܵ)ܨ    )١( = ١
(ௌା١)(ௌା٢)(ௌା٣)

                            

(ܵ)ܨ   )٢( = ௌ٣

ௌା١                                                   

(ܵ)ܨ    )٣( = ௌ٢ା١
٢ௌା١                                                

(ܵ)ܨ     )٤( = ௌ٣ାௌ٢ା٣ௌା٢
ௌ(ௌ٢ାௌା١)

                                  

(ܵ)ܨ  )٥( = ١
ௌ٣ା٢ௌ٢ା٢ௌା١                                     

(ܵ)ܨ )٦( = ١
ௌ٣(ௌା١)

                                                 

  
  .بهاي توابع زیر را مشخص کنیدتعداد و مکانهاي صفرها و قط- 3

(ܵ)ܨ    )١( = ١
ௌ٢(ௌା٢)

                                          

(ܵ)ܨ     )٢( = ௌ٣

(ௌା١)(ௌ٢ା٢ௌା٢)
                            

(ܵ)ܨ    )٣( =  ٧(ௌ٤ି١)
ௌ(ௌ٢ା٤)

                                           

  
  بصورت) 4- 8م(تبدیل لاپلاس تابع شکل  - 4
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 263       )    2(مدارهاي الکتریکی 

(ܵ)ܨ  = (ܵ)1ܨ + ௌି݁(ܵ)2ܨ + ,1ܨکه .باشد می 2ௌି݁(ܵ)3ܨ ,2ܨ  Sتوابع گویایی از  3ܨ
  .را بیابید)ها ௜ܨ(آنها .هستند

  
  )4-8م(شکل

  
 .را بیابید) 5- 8م(تبدیل لاپلاس تابع شکل - 5

  
  )5-8م(شکل

  
  .تبدیل لاپلاس آن را بیابید. پریودیک است) 6- 8م(تابع شکل- 6

  
  )6-8م(شکل
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 264       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  .را بیابید) 7- 8م(تبدیل لاپلاس تابع شکل - 7

  
 

  )7-8م(شکل
  
  .معادله انتگرالی زیر را حل کنید - 8

(ݐ)ݕ = cos ݐ + ∫ ݁ି(௧ି6)ݕ(߬)݀߬௧
0                                            

  
  : ا کمک تبدیل لاپلاس حل کنیدمعادله دیفرانسیلی زیر را ب - 9

2 ௗ2௬
ௗ௧2 + 14 ௗ௬

ௗ௧
+ ݕ20 = 16 + ,   ݐ4 (0ି)ݕ = ᇱ(0ି)ݕ    1 = −1                   

  
  .اده از تبدیل لاپلاس حل کنیدمعادله دیفرانسیلی زیر را با استف- 10

ௗ2௬
ௗ௧2 + 2 ௗ௬

ௗ௧
+ ݕ5 = 5 cos ݐ3 (0ି)ݕ    ,     = 0  , ᇱ(0ି)ݕ = 1                 

  
ݐرا براي  i(t)را با روش تبدیل لاپلاس حل کنید و ) 11-8م(مدار شکل - 11 > 0 

  .بیابید
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 265       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 
  )11-8م(شکل

  
஼ܸ(0)با فرض شرایط اولیه ) 12- 8م(در مدار شکل - 12 = 1 , ݅௅(0) =  (ݐ)௅݅رابطه  1

ݐرا براي  >   : بیابید 0

 
  )12-8م(شکل

  
ݐرا براي  v(t)پاسخ مدار ) 13- 8م(در شکل - 13 >   : بیابید 0

  
  )13-8م(شکل
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 266       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
ݐکلید به مدت طولانی باز بوده است در لحظه ) 14- 8م(در مدار شکل- 14 = کلید  0

ݐرا براي  (ݐ)௅݅با فرض شرایط اولیه صفر ، تابع . شود میبسته  >  .بیابید 0

  
  )14-8م(شکل

  
,(0ା)0ܸمقادیر . بصورت زیر است (ݐ)ௌ݅ورودي ) 15- 8م(در مدار شکل- 15 0ܸ(0ି) 

ݐرا براي  (ݐ)0ܸرا بدست آورده و تابع  >   .محاسبه کنید 0
݅ௌ(ݐ) = 40݁6௧ (ݐ−)ݑ − 40݁ି6௧(ݐ)ݑ                                          

  

  
  )15-8م(شکل

  
ௗ௏0مقادیر ) 16- 8م(در مدار شکل- 16

ௗ௧
(0ା)  وௗ2௏0

ௗ௧2 (0ା) را بدست آورید.  
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 267       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  
  )16-8م(شکل
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 268       )    2(مدارهاي الکتریکی 

 

 

 پیوست الف 

  تعاریف و خواص ماتریسها و دترمینانها 
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 269       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  تعاریف 1- الف
در . ستدر بسیاري موارد براي حل مدارهاي الکتریکی نیاز به حل معادلات ماتریسی ا

این قسمت تعاریف و خواص ماتریسها را بررسی خواهیم کرد که از آنها براي حل 
یک جزء از یک میدان  "اسکالر"بنا به تعریف . توان استفاده کرد میمدارهاي الکتریکی 

میدان توابع گویا با ضرایب  ،میدان اعداد مختلط ،میدان اعداد حقیقی. جبري است
ي فوق را یک ها هر جزء از میدان. از میدانهاي جبري هستندمثالهایی  ،حقیقی یا مختلط

  .نامیم میاسکالر 
تشکیل یک  ،اگر تعدادي اسکالر در کنار هم و در یک سطر داخل کروشه قرار گیرند

شامل تعدادي اسکالر است که  "بردار ستونی"بطور مشابه . دهند می "بردار سطري"
ماتریس نیز از یک سري المان . ارندبطور عمودي کنار هم داخل یک کروشه قرار د

. در داخل یک کروشه قرار دارند ها تشکیل شده است که کنار هم در سطرها و ستون
نامند و اعداد قرار گرفته در هر ردیف  می "سطر"هر ردیف افقی از این اعداد را یک 

  .قابل مشاهده است Aدر زیر ماتریس . گویند می "ستون"عمودي را 

A=൦

a11 a12 … a1୬
a21 a22 … a2୬
⋮

a୫1
⋮

a୫2
⋱
…

⋮
a୫୬

൪                                          

  
هر عنصر این . خوانند می "nدر m"است و آنرا  m×nیک ماتریس  Aماتریس 

انگر شماره بی iاندیس . دهیم مینمایش  ୧୨ܽماتریس یک اسکالر است و آنرا بصورت 
باشد  m=1اگر . باشد می a୧୨نشان دهنده ستون متعلق به عنصر jسطر و اندیس 

 Aماتریس  ،باشد n=1همچنین اگر . گردد میتبدیل به یک بردار سطري  Aماتریس 
  .تبدیل به یک بردار ستونی خواهد شد

ي آنها نظیر ها نامیم اگر و تنها اگر تعداد سطرها و ستون می "هم اندازه"دو ماتریس را 
گاهی اوقات ماتریسها داراي ویژگیهاي خاصی هستند که . به نظیر با هم مساوي باشند

در زیر چند . گذارند می ها نامهاي خاصی بر این ماتریس ،بعلت اهمیت آن ویژگیها
  .نمونه از این ماتریسها نام برده شده اند

ي ماتریس با هم برابر اه باشد یعنی تعداد سطرها و ستون m=n اگر :ماتریس مربعی
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 270       )    2(مدارهاي الکتریکی 

  .نامند میباشند آنرا ماتریس مربعی 
نامند اگر و فقط اگر  مییک ماتریس مربعی را در صورتی متقارن  :ماتریس متقارن

ܽ୧୨ = ܽ୨୧ در زیر یک ماتریس متقارن قابل مشاهده است. باشد.  

A=൥
a b c
b d e
c e f

൩                                                           

  
ماتریس مربعی است ولی هر ماتریس مربعی الزاما ماتریس متقارن  ،هر ماتریس متقارن

  .نیست
قطر اصلی آن صفر باشند غیر  عناصر تمامیک ماتریس مربعی که  :قطري ماتریس

توانند غیر در ماتریس قطري تنها عناصر قطر اصلی می .شود میماتریس قطري نامیده 
  :عبارت دیگرب .صفر باشد

a୧୨ = 0               i ≠ j براي
                                            

ي قطري داراي خواصی هستند که در محاسبات ماتریسی مفید است و در ها ماتریس
  .تحلیل و محاسبات ماتریسی کاربرد دارند

ماتریس  ،ندیک ماتریس قطري که همه عناصر قطر اصلی آن یک هست :ماتریس واحد
نام دیگر آن . دهند مینمایش  Iماتریس واحد را معمولا با علامت . شود میواحد نامیده 

  .است "یکه"یا  "همانی"ماتریس 
. شود میماتریس صفر نامیده  ،ماتریسی که همه عناصر آن صفر باشند :ماتریس صفر

حاصل  ،آن است جمع شود) هم بعد(که هم اندازه  Aماتریس صفر با هر ماتریس 
  :خواهد بود Aهمان ماتریس 

A+o=A                                                       
 ، n*nاگر بتوان ماتریس . را در نظر بگیرید Aمربعی  n*nماتریس  :ماتریس معکوس

B را یافت بطوري که:  
AB=BA=I                                                     

B  س معکوسماتری"را" A   نامیده و باAି1  دهند مینمایش.  
وجود  Aرا ناویژه نامند اگر معکوس ماتریس  Aمربعی  n×nماتریس  :ماتریس ناویژه

توان ثابت کرد شرط لازم و  می ،معکوس پذیر باشد Aبعبارت دیگر اگر . داشته باشد
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 271       )    2(مدارهاي الکتریکی 

≠det Aاینست که  Aکافی براي ناویژه بودن ماترس    .باشد 0
ي ها اگر سطرها و ستون. را در نظر بگیرید m×n ، Aماتریس  :رانهادهماتریس ت
ترانهاده "شود که آنرا  میحاصل  n×mرا با هم عوض کنیم ماتریس  Aماتریس 
  .نامند می A "ماتریس

  :عملیات ماتریسی 2- الف
ضرب و  ،تفریق ،نیاز به تعریف اعمال جمع ها براي انجام عملیات حسابی بر ماتریس

  .گردند میمعرفی  ها در این قسمت اعمال حسابی ماتریس. ستها تریسبرابر ما
را با هم جمع  Bو Aتوان دو ماتریس  میتنها در صورتی  :ها سیجمع و تفریق ماتر

در صورتی که . ي آنها با هم مساوي باشندها وتفریق کرد که تعداد سطرها و ستون
جمع دو ماتریس اعضاء متناظر با هم با هم برابر باشند آنگاه در  ها تعداد سطرها و ستون

بعبارت . گردند مینیز اعضاء متناظر از هم کم  ها شوند و در تفریق ماتریس میجمع 
  دیگر

             ቐ
C = A + B  →        ௜ܿ௝ = ܽ௜௝ + ܾ௜௝  براي همه ݅و݆ ها
C = A − B  →        ௜ܿ௝ = ܽ௜௝ − ܾ௜௝  براي همه ݅و݆ ها

�   

  
را برابر هم گویند اگر و تنها اگر اندازه آنها  Bو  Aدو ماتریس  :برابري دو ماتریس

୧୨ܽ داشته باشیم jو iیکسان بوده و به ازاي تمام مقادیر  = b୧୨  . بعبارت دیگر تمام
  .عناصر دو ماتریس باید با هم برابر باشند

یک عدد اسکالر  C و m×nیک ماتریس  Aاگر  :ضرب یک عدد در یک ماتریس
است که هر عنصر آن برابر  m×nبرابر ماتریسی با ابعاد  CAحاصلضرب  ،باشد

  .است Aدر عنصر متناظر از ماتریس  cحاصلضرب اسکالر 
یعنی (ضرب کرد  Bرا در  Aبراي اینکه بتوان ماتریس  :ضرب دو ماتریس در یکدیگر

برابر تعداد  Aیس ي ماترها شرط لازم اینست که تعداد ستون)  C=ABمحاسبه 
باشد آنگاه  m×nداراي بعد  Aبعبارت دیگر اگر ماتریس . باشد Bسطرهاي ماتریس 

از ضرب این دو . باشد n×pسطر مثلا بصورت  nباید حتما داراي  Bماتریس 
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. خواهد بود m×pگردد که داراي بعد  میحاصل  C=ABماتریس  ،ماتریس در هم 
  :وجه کنیدي زیر تها براي فهم بهتر به ماتریس

A=൦

a11 a12 … a1୬
a21 a22 … a2୬
⋮

a୫1
⋮

a୫2
⋱
…

⋮
a୫୬

൪                                                

B=

⎣
⎢
⎢
⎡b11 b12 … b1୮

b21 b22 … b2୮
⋮

b୬1
⋮

b୬2
⋱
…

⋮
b୬୮⎦

⎥
⎥
⎤
                                               

C=൦

c11 c12 … c1୮

c21 c22 … c2୮

⋮
c୫1

⋮
c୫2

⋱
…

⋮
c୫୮

൪                                             

  :برابر است با ୧୨ܥیعنی  Cام ماتریس  jام و ستون  iباشد عنصر سطر  C=ABاگر 

୧୨ܥ = [ܽ௜1 ܽ௜2 … ܽ௜௡]

⎣
⎢
⎢
⎡
b1୨
b٢୨
⋮

b୬୨⎦
⎥
⎥
⎤

= a୧1b1୨ + a୧2b2୨ + ⋯ + a୧୬b୬୨   

به این نکته توجه داشته باشید که بر خلاف ضرب دو عدد حقیقی که داراي خاصیت 
یعنی حاصلضرب . داراي خاصیت جابجایی نیست ها ضرب ماتریس ،جابجایی است

AB ما برابر حاصلضرب الزاBA ي زیر توجه کنیدها براي فهم بهتر به ماتریس. نیست.  
  :فرض کنید

A=ቈ
2
1
٣

቉     ,   B = [4 5 6]                                        

  آنگاه 

BA=[4 5 6] ቈ
2
١
3

቉ = 4 ∗ 2 + 5 ∗ 1 + 6 ∗ 3 = 31                

AB=ቈ
2
1
٣

቉ [4 5 6] = ቈ
2 ∗ 4 2 ∗ 5 2 ∗ 6
1 ∗ 4 1 ∗ 5 1 ∗ 6
3 ∗ 4 3 ∗ 5 3 ∗ 6

቉ = ቈ
8 10 12
4 5 6
12 15 18

቉           
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  :ها قضایاي ماتریس 3- الف
دانستن این . گردد میبیان  ها در این قسمت بعضی از قضایاي مهم و پر کاربرد ماتریس

  .کند میقضایا ما را در حل مسائل یاري 
هد خوا Aدر ماتریس همانی برابر همان ماتریس  Aحاصلضرب هر ماتریس  :1قضیه 

. شود میبعبارت دیگر ضرب ماتریس همانی در هر ماتریس باعث تغییر مقدار آن ن. شد
  :به ماتریس زیر توجه کنید

A=ቂ1 2
4 5ቃ           I = ቂ1 0

0 1ቃ                                                

AI=ቂ1 2
4 5ቃ ቂ1 0

0 1ቃ = ቂ1 2
4 5ቃ = A                                       

IA=ቂ1 0
0 1ቃ ቂ1 2

4 5ቃ = ቂ1 2
4 5ቃ = A                                       

  
  :باشد در اینصورت m×pنیز ماتریس  Bو  m×nیک ماتریس  Aاگر  :2قضیه 

                                                (AB)୘ = B୘A୘   
  :ي زیر توجه کنیدها به ماتریس

A=ቂ1 2
3 4ቃ              B = ቂ5 6

7 8ቃ                                           

AB=ቂ1 2
3 4ቃ ቂ5 6

7 8ቃ = ቂ19 22
43 50ቃ                                        

(AB)୘ = ቂ19 22
43 50ቃ                                                     

B୘A୘ = ቂ5 7
6 8ቃ ቂ1 3

2 4ቃ = ቂ19 43
22 50ቃ = (AB)୘                        

  
  :ناویژه باشند در اینصورت n×nي مربعی ها ماتریس B و Aاگر  :3قضیه 

                                        (AB)ି1 = Bି1Aି1   
  :ي زیر توجه کنیدها به ماتریس

A=ቂ1 1
3 4ቃ              B = ቂ4 5

5 6ቃ                                           

Aି1=ቂ 4 −1
−3 1 ቃ              Bି1 = ቂ−6 5

5 −4ቃ                         
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  :بنابراین

AB=ቂ1 1
3 4ቃ ቂ4 5

5 6ቃ = ቂ 9 11
32 39ቃ                                   

  

(AB)ି1 = ቂ−39 11
32 −9ቃ                                                     

Bି1Aି1 = ቂ−6 5
5 −4ቃ ቂ 4 −1

−3 1 ቃ = ቂ−39 11
32 −9ቃ = (AB)ି1    

  
  :بنامیم آنگاه Aି1باشد و معکوس آنرا  n×nیک ماتریس  Aاگر  :4قضیه 

Aି1A=A Aି1 = I                                                    
  :بصورت زیر باشند A-1و  A تریسمافرض کنید براي فهم بهتر 

ܣ = ቂ1 1
3 4ቃ 

 
ܣ

  :آنگاه
AAି1 = ቂ1 1

3 4ቃ ቂ 4 −1
−3 1 ቃ = ቂ1 0

0 1ቃ = I                            

              Aି1A = ቂ 4 −1
−3 1 ቃ ቂ1 1

3 4ቃ = ቂ1 0
0 1ቃ = I            

  :ها جبر ماتریس 4- الف
را  ها اگر همه این ماتریس. را در نظر بگیرید n×n , A , B , Cعی ي مربها ماتریس

  :این میدان داراي خواص زیر است ،متعلق به یک میدان بدانیم
و  i=1,2,…,nبرابر است و اگر و فقط اگر براي تمام مقادیر  Bبا  Aماتریس  - 1

j=1,2,…,n   ܽهمواره୧୨ = b୧୨  
 A+B=B+Aیعنی . برقرار است اه خاصیت جابجایی عمل جمع ماتریس - 2
  :یعنی. خاصیت توزیع پذیري - 3

A(B+C)=AB+AC                                                                                     
(A+B)C=AC+BC                                                                                     

  :یعنی. خنثی عمل جمع ماتریس صفر استعضو  - 4
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A+o=o+A=A                                                                                         
  :است یعنی Iعضو خنثی عمل ضرب ماتریس  - 5

AI=IA=A                                                                                             
 

همانگونه . عمل جابجایی ضرب تعریف نشده است ،توجه داشته باشید که در این میدان
≠ABکه در قسمت قبل نیز بیان گردید معمولا  BA است.  

 AB=ACیعنی اگر . صادق نیست ها نکته دیگر اینست که قانون حذف براي ماتریس
ي فهم بهتر در زیر یک مثال برا. است B=Cتوان نتیجه گرفت که حتما  مین ،باشد

  :فرض کنید. آورده شده است

A=ቂ0 1
0 0ቃ                                                        

B=ቂ3 4
5 6ቃ                                                        

C=ቂ1 2
5 6ቃ                                                        

 
  :بنابراین

AB=ቂ0 1
0 0ቃ ቂ3 4

5 6ቃ = ቂ5 6
0 0ቃ                                  

 
AC=ቂ0 1

0 0ቃ ቂ1 2
5 6ቃ = ቂ5 6

0 0ቃ 
 

معکوس  Aالبته اگر ماتریس . باشد مین B=Cهست ولی  AB=ACشود که  میدیده 
  .است B=Cتوان نتیجه گرفت که  می AB=ACپذیر باشد از رابطه 

  :رمینان ماتریس و خواص آندت 5- الف
یا  det Aرا بصورت  Aدترمینان . است در نظر بگیرید n×nرا که  Aماتریس مربعی 

|A|  ي مربعی و ها دترمینان تابعی است که دامنه آن مجموعه ماتریس. دهند مینمایش
براي فهم نحوه محاسبه دترمینان یک ماتریس ابتدا باید با . برد آن یک عدد اسکالر است

  .هوم کهین یا مینور آشنا شویممف
و  iعنصري که روي سطر ) کهین(مینور . را در نظر بگیرید n×n ، Aماتریس مربعی 
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 ، a୧୨بنا به تعریف مینور عنصر . دهیم مینمایش  M୧୨را با )  ୧୨ܽ(قرار دارد  jستون 
حاصل  Aیس ام ماتر jام و ستون  iبرابر است با دترمینان ماتریسی که از حذف سطر 

  :زیر را بدست آوریم 2×2خواهیم دترمینان ماتریس  میفرض کنید . شود می
A=ቂ

a11 a12
a21 a22

ቃ                                                        

 
سپس هر . کنیم مییک سطر با یک ستون از ماتریس را انتخاب  det Aبراي محاسبه 

ضرب  ୧ା୨(1−)ن انتخابی را در مینور آن عنصر و در ضریب عنصر از سطر یا ستو
در  Aاگر براي ماتریس . کنیم میرا با هم جمع  ها کنیم و نهایتا تمام این حاصلضرب می

را در ضریب  a11ابتدا عنصر اول این سطر یعنی  ،بالا سطر اول را انتخاب کنیم
(−1)1ା1  سبه براي محا. کنیم میو در مینور آن ضربM11 ) باید  ) 11ܽمینور عنصر

. شود می 22ܽرا حذف کنیم که عضو باقیمانده  Aسطر اول و ستون اول ماتریس 
حال عنصر دوم سطر انتخابی . شود می 1ା1ܽ11ܽ22(1−)بنابراین جمله اول دترمینان 

ز حذف سطر اول و ستون دوم ا ، M12مینور متناظر با آن . را در نظر بگیرید 12ܽیعنی 
M12پس . شود میحاصل  Aماتریس  = و جمله دوم دترمینان نیز برابر  21ܽ

(−1)1ା2ܽ12ܽ21 با جمع این دو جمله دترمینان ماتریس . شود میA  آید میبدست:  
det A=(−1)1ା1ܽ11ܽ22 + (−1)1ା2ܽ12ܽ21                             

  
توان هر سطر یا ستونی را  می ، Aتوجه داشته باشید که براي محاسبه دترمینان ماتریس 

باز هم  Aدترمینان ماتریس  ،بعنوان مثال اگر ستون اول نیز انتخاب شود. انتخاب کرد
  .برابر عبارت فوق خواهد شد

  
  :زیر را در نظر بگیرید 3×3ماتریس  ،مثال دیگر

B=൥
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

൩                                                 

  دترمینان آن برابر خواهد بود با

 det B=อ
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

อ                                                
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  :اب سطر اول داریمبا انتخ

det B=(−1)1ା1b11 ฬb22 b23
b32 b33

ฬ + (−1)1ା2b12 ฬb21 b23
b31 b33

ฬ           

             +(−1)1ା3b13 ฬb21 b22
b31 b32

ฬ                                         
  

det B=ܾ11(b22b33 − b23b32) − b12(b21b33 − b23b31)          
  +b13(b21b32 − b22b31) 

 
. توان عمل کرد میي با ابعاد بزرگتر نیز به همان صورتی که گفته شد ها براي ماتریس

ه دترمینان چند ماتریس دیگر که تبدیل به محاسب n×nمحاسبه دترمینان هر ماتریس 
  .خواهد شد هستند،  (n-1)*(n-1)بصورت 

  :خواص دترمینان
خواص زیر وجود  ها براي این ماتریس. را در نظر بگیرید A,Bمربعی  n*nدو ماتریس 

  .دارد
دترمینان هر ماتریس مربعی برابر دترمینان ترانهاده آن است یعنی  :1خاصیت

|A| = |A୘| بعنوان مثال ماتریس زیر را در نظر بگیرید:  
A=ቂ1 2

3 4ቃ                                                         

                                     |A| = 1 ∗ 4 − 2 ∗ 3 = −2   
  |A୘| = ቚ1 3

2 4ቚ = 1 ∗ 4 − 3 ∗ 2 = −2           
  :همواره A,Bي مربعی ها براي ماتریس :2خاصیت 

det (AB)=det A . det B                                        
  :ي زیر را در نظر بگیریدها ماتریس

A=ቂ1 2
3 4ቃ                B = ቂ3 4

0 5ቃ                                                               

                                                           AB=ቂ3 14
9 32ቃ 
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det (AB)=3*32-14*9=-30                                                                    

det A=ቚ1 2
3 4ቚ = 1 ∗ 4 − 2 ∗ 3 = −2                                                  

det B=ቚ3 4
0 5ቚ = 3 ∗ 5 − 0 ∗ 4 = 15                                                    

det A . det B=-2×15=-30                                                                       
  

برابر صفر  Aاگر تمام عناصر سطري یا تمام عناصر ستونی از ماتریس  : 3خاصیت
  .خواهد شد det A=0باشند آنگاه 

  
ضرب  Kرا در عدد اسکالر  Aاگر تمام عناصر یک سطر یا ستون ماتریس  :4خاصیت 

ي زیر ها به ماتریس. خواهد شد K det Aر کنیم آنگاه دترمینان ماتریس حاصل براب
  .توجه کنید

A=ቂ10 5
4 6ቃ                                                                                                  

  K=3   
  :حاصل شده باشد Aدر سطر اول ماتریس  Kاز ضرب کردن  Bو ماتریس 

B=ቂ30 15
4 6 ቃ                                                        

  :بنابراین
det A=ቚ10 5

4 6ቚ = 10 ∗ 6 − 5 ∗ 4 = 40                                                

det B=ቚ30 15
4 6 ቚ = 30 ∗ 6 − 15 ∗ 4 = 120                                        

  قابل مشاهده است که
det B=3 det A=K det A                                                                           

  
اگر دو سطر یا دو ستون . را در نظر بگیرید n×n ، Aماتریس مربعی  :5خاصیت 
  :حاصل شود آنگاه Bرا عوض کنیم تا ماتریس  Aماتریس 

det A=-det B                                                                                             
  :به شکل زیر باشد Aمثلا اگر ماتریس 
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A=ቈ
1 0 0
2 3 4
5 6 7

቉                                                                                            

  :آنگاه

det A=ቤ
1 0 0
2 3 4
5 6 7

ቤ = 1(3 ∗ 7 − 4 ∗ 6) = −3                                      

  :حال اگر سطر اول و سوم را عوض کنیم

B=ቈ
5 6 7
2 3 4
1 0 0

቉                                                                                       

det B=ቤ
5 6 7
2 3 4
1 0 0

ቤ = 5(0) − 6(0 − 4) + 7(0 − 3)                           

=24-21=3=-det A                                                 
  

ام این  K) یا ستون(اگر سطر . را در نظر بگیرید n×n ، Aماتریس مربعی : 6خاصیت 
 Bام جمع کنیم تا ماتریس  i) یا ستون(ضرب کرده و با سطر  cماتریس را در ثابت 

  :حاصل شود آنگاه
det A=det B                                                   

  :به شکل زیر مفروض است Aمثلا ماتریس 

A=ቈ
1 2 3
4 5 6
0 7 0

቉                                                                                            

  :اگر دو برابر سطر دوم با سطر اول جمع شود
  

B=ቈ
9 12 15
4 5 6
0 7 0

቉                                                                                         

  آنگاه

det A=ቤ
1 2 3
4 5 6
0 7 0

ቤ = 1(0 − 6 ∗ 7) − 2(0) + 3( 4 ∗ 7 − 0)            

=-42+84=42                                                         
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det B=ቤ
9 12 15
4 5 6
0 7 0

ቤ = 9(0 − 6 ∗ 7) − 12(0) + 15(4 ∗ 7 − 0)    

=-378+420=42                                                
  بنابراین

det A=det B=42                                             
  

  :آنگاه ،باشد n×nیک ماتریس مربعی  Aاگر  : 7خاصیت 
det Aି1 = 1

ୢୣ୲ ୅
                                                        

  :بصورت زیر باشد Aି1و معکوس آن  Aکنید ماتریس مربعی  فرض

A=ቂ1 3
2 4ቃ                           Aି1 = ൥

−2 3
2

1 ି1
2

൩                                  

  :دترمینان آنها برابر است با
det A=ቚ1 3

2 4ቚ = 1 ∗ 3 ∗ 2 = −2                                                            

det Aି1 = อ
−2 3

2
1 ି1

2
อ = (−2) ቀି1

2 ቁ − ቀ3
2ቁ 1 = ି1

2                                  

  بنابراین
det Aି1 = 1

ୢୣ୲ ୅  
                                                     

مدارهاي الکتریکی با  در حل. داراي عناصر اسکالر بودند ها در مثالهاي بالا همه ماتریس
یا  Sیی از ها یی سر و کار داریم که عناصر آنها چند جمله ايها ماتریس

=Dهایی از اپراتورهاي دیفرانسیلی  اي جملهچند ୢ
ୢ୲

در چنین مواردي تمام . است 
چند  ها دترمینان این ماتریس. خواص ارائه شده در بالا قابل استفاده و معتبر هستند

  .خواهند بود Dیا  Sیی از ها جمله اي
  :را بصورت زیر در نظر بگیرید Aماتریس مربعی 

A=ቂ S S + 1
S − 1 S + 2ቃ                                                                                     
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  بنابراین
det A=ቚ S S + 1

S − 1 S + 2ቚ = S(S+2)-(S+1)(S-1)                                  

=S2 + 2S − (S2 − 1) = 2S + 1                  

  ماتریس معکوس 6- الف
خواهیم ماتریس معکوس آن یعنی  می. را در نظر بگیرید n×n ، Aماتریس مربعی 

Aି1 حاصلضرب هر ماتریس در معکوس آن همواره برابر ماتریس . را محاسبه نمائیم
  :یعنی. یکه است

                                     Aି1A = A Aି1 = I   
همچنین دانستیم که مینور . در قسمت قبل نحوه محاسبه دترمینان یک ماتریس گفته شد

شود و برابرست با دترمینان زیر ماتریسی  مینامیده  M୧୨ماتریس نیز  a୧୨عنصر ) کهین(
  .گردد میحاصل  Aام ماتریس  jام و ستون  iکه از حذف سطر 

  :کنیم مینامیده و بصورت زیر تعریف  A௜௝را  a୧୨حال کوفاکتور عنصر 
                                       A௜௝ = (−1)୧ା୨M୧୨   

  .از مفهوم کوفاکتور براي محاسبه ماتریس معکوس استفاده خواهیم کرد
  :بصورت زیر در نظر بگیرید B=Aି1و معکوس آنرا  n×n ، Aماتریس مربعی 

A=൦

a11 a12 … a1୬
a21 a22 … a2୬
⋮

a୬1
⋮

a୬2
⋱
…

⋮
a୬୬

൪                                              

  

B=൦

b11 b12 … b1୬
b21 b22 … b2୬

⋮
b୬1

⋮
b୬2

⋱
…

⋮
b୬୬

൪                                               

  
AB=BA=I                                                                     

  کنیم میاز رابطه زیر استفاده  b୧୨براي یافتن عنصر 
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 A تقسیم بر دترمینان ماتریس b୧୨برابر است با کوفاکتور عنصر  b୧୨بعبارت دیگر عنصر 
  :آوریم میبعنوان مثال معکوس ماتریس زیر را بدست . 

A=ቂ2 3
5 6ቃ                                                                                              

  :کنیم میرا محاسبه  Aابتدا دترمینان 
det A=ቚ2 3

5 6ቚ = 12 − 15 = −3                                                            
  :آوریم میحال کوفاکتورها را بدست 

A11 = (−1)1ା16 = 6                                                                                  
A12 = (−1)1ା25 = −5                                                                               
A21 = (−1)2ା13 = −3                                                                               
A22 = (−1)2ା22 = 2                                                                                  

  بنابراین

            Aି1 = 1
ୢୣ୲ ୅

൤A11 A21
A12 A22

൨ = ି1
3 ቂ 6 −3

−5 2 ቃ = 1
3 ቂ−6 3

5 −2ቃ   
  

  :زیر است 3*3مثال دیگر محاسبه معکوس ماتریس 

A=ቈ
1 2 3
5 6 0
2 −1 8

቉                                                             

  آوریم میرا بدست  Aابتدا دترمینان 
det A=1ቚ 6 0

−1 8ቚ − 2 ቚ5 0
2 8ቚ + 3 ቚ5 6

2 −1ቚ                                          

=1(6×8-0)-2(5×8-0)+3(5(-1)-6×2)=-83                                
  :و کوفاکتورها بصورت زیر هستند

A11 = ቚ 6 0
−1 8ቚ = 48                                                                                 

A12 = ቚ5 0
2 8ቚ = −40                                                                                 

A13 = ቚ5 6
2 −1ቚ = −17                                                                              

A21 = − ቚ 2 3
−1 8ቚ = −19                                                                         

A22 = ቚ1 3
2 8ቚ = 2                                                                                      
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A23 = − ቚ1 2
2 −1ቚ = 5                                                                               

A31 = ቚ2 3
6 0ቚ = −18                                                                                 

A32 = − ቚ1 3
5 0ቚ = 15                                                                                

A33 = ቚ1 2
5 6ቚ = −4                                                                                   

1ିܣ                    = 1
ି83 ൥

11ܣ 21ܣ 31ܣ
12ܣ 22ܣ 32ܣ
13ܣ 23ܣ 33ܣ

൩ = 1
ି83 ቈ

48 −19 −18
−40 2 15
−17 5 −4

቉   

  رتبه ماتریس 7- الف
×mماتریس  ݊  ،A ستون است ݊سطر و  ݉راي این ماتریس دا. را در نظر بگیرید .

شود  مینامیده  ܣرتبه ماتریس  ݎ. دهیم مییک ماتریس را با یک عدد نمایش " رتبه"
  :اگر 

ܮتمام زیر ماتریسهاي - 1 × ܮبا  ܮ >   .برابر صفر با شد ݎ
ݎحداقل یک زیر ماتریس - 2 × انتخاب کرد که دترمینان آن  Aبتوان در ماتریس  ݎ

شته باشید که منظور از زیر ماتریس، ماتریسی است که از مخالف صفر باشد توجه دا
  .شود میحاصل  Aحذف چند سطر و یا چند ستون ماتریس 

در حل دستگاه معادلات خطی  ها در درس مدارهاي الکتریکی کاربرد رتبه ماتریس
رتبه ی را بصورت ماتریسی نمایش دهیم، اگر ضرایب مربوط به معادلات خط. است

فرض کنید ضرایب . ده تعداد معادلات مستقل خطی از هم استماتریس نشان دهن
݉معادلات بصورت یک ماتریس  × توان  میباشد،  ݎاگر رتبه ماتریس برابر . باشد ݊

ݎنتیجه گرفت که در دستگاه معادلاتی که بوسیله  + ) به دلخواه(بردار سطري  1
سطر یا ستون از  ݎبعلاوه با انتخاب مناسب . وابسته خطی خواهد بودتشکیل گردد، 

  .از هم تشکیل دادتوان یک دستگاه معادلات خطی مستقل  میماتریس ضرایب 
  کند؛ میدر حل دستگاه معادلات خطی قضیه زیر به ما کمک 

  
݊یک ماتریس مربعی  A. قضیه × . تمام عبارات زیر با هم معادل هستند. باشد می ݊
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1ିܣܣوجود دارد بطوریکه  1ିܣماتریس معکوس  - الف = ܣ1ିܣ =    ܫ
ܣݐ݁݀داریم  Aبراي ماتریس  - ب ≠ 0   
  .باشد می ݊رتبه آن برابر بعد ماتریس است یعنی " رتبه کامل" داراي  Aماتریس  - ج
  .بردار ستونی مستقل از هم هستند ݊دستگاه معادلات حاصل از  - د
  .بردار سطري مستقل از هم هستند ݊دستگاه معادلات حاصل از  - ه
  
معکوس ماتریس ک نتیجه قضیه فوق ابنست که اگر دترمینان ماتریسی صفر باشد، آن ی

یعنی اینکه دستگاه معادلات حاصل . باشد مینیست و همچنین داراي رتبه کامل نپذیر 
کاربرد ماتریسها و ) ب(از بردارهاي سطري یا ستونی مستقل از هم نیستند در پیوست 

  .آورده شده اندرتبه آنها در حل دستگاه معادلات 
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  حل دستگاه معادلات خطی) ب(پیوست
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 .یی براي حل دستگاههاي معادلات خطی ارائه خواهد شدها در این قسمت روش

,௡ݔدستگاه معادلات خطی زیر را در نظر بگیرید که مجهولات  ⋯ , ,2ݔ . باشند می 1ݔ
  .مجهول است ݊معادله و  ݊این دستگاه شامل 

  

൞

1ݔ11ܽ + 2ݔ12ܽ + ⋯ + ܽ1௡ݔ௡ = ܾ1
1ݔ21ܽ + 2ݔ22ܽ + ⋯ + ܽ2௡ݔ௡ = ܾ2

⋮
ܽ௠11ݔ + ܽ௠22ݔ + ⋯ + ܽ௠௡ݔ௡ = ܾ௡

�                      

  
,1ܾي ها اگر مجهولات را در یک بردار ، ثابت ܾ2, ⋯ , ܾ௡ رت یک بردار و را نیز بصو

  :ضرایب معادلات را بفرم یک ماتریس نمایش دهیم

ܣ = ൦

ܽ11 ܽ12 ⋯ ܽ1௡
ܽ21

⋮
ܽ22

⋮
⋯
⋱

ܽ2௡

ܽ௠1 ܽ௠2 ⋯ ܽ௠௡

൪      ܺ = ቎
1ݔ
2ݔ
⋮

௡ݔ

቏ ܤ   = ൦

ܾ1
ܾ2
⋮

ܾ௡

൪                  

  بنابراین
ܺܣ =                                                    ܤ

در مواردي که تعداد . استفاده کرد" قاعده کرامر" توان از  میبراي حل دستگاه معادلات 
محاسبه یک زیرا براي . گردد میمجهولات زیاد هستند استفاده از این روش توصیه 

قاعده " باشد و هر کدام از مجهولات را از  میمجهول نیاز به محاسبه سایر مجهولات ن
  .توان محاسبه کرد میبطور مستقل از بقیه  "کرامر

معادله مستقل خطی از  ݊براي استفاده از قاعده کرامر باید ابتدا مطمئن شویم که همه 
براي اینکه . مجهول است ݊شود دستگاه شامل  میهم باشند همانگونه که دیده 

معادله مستقل خطی  ݊د براي هر مجهول بدست آید لازم است که جوابهاي منحصر بفر
 ݊اگر . ارائه گردید) الف(از هم باشند از طرفی با استفاده از قضیه اي که در پیوست 

ܣݐ݁݀آنگاه  ،معادله مستقل خطی از هم باشند ≠  بنابراین. خواهد شد و بالعکس 0
ܣݐ݁݀اگر "  توان گفت می ≠ و " دلات داراي جوابهاي یکتا استباشد دستگاه معا 0

  :شود میهر یک از متغیرها از رابطه زیر حاصل 
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௞ݔ = 1
ௗ௘௧஺ ተተ

ܽ11 ܽ12 ⋯ ܽ1,௞ି1 ܾ1 ܽ1,௞ା1 ⋯ ܽ1௡

ܽ21 ܽ22 ⋯ ܽ2,௞ି1 ܾ2 ܽ2,௞ା1 ⋯ ܽ2௡

⋮
ܽ௡1

⋮
ܽ௡2

⋱
⋯

⋮
ܽ௡,௞ି1

⋮
ܾ௡

⋮
ܽ௡,௞ା1

⋱
⋯ ܽ௡௡

ተተ           

  
باید دترمینان ماتریسی را محاسبه کرد که از ) ௞ݔ(ام kیعنی براي محاسبه متغیر 

دترمینان این ماتریس . حاصل شده است Bبا بردار  Aام ماتریس  kجایگزینی ستون 
در این روش براي . حاصل شود ௞ݔگردد تا  میتقسیم  Aماتریس  جدید بر دترمینان
تنها نیاز به محاسبه دو دترمینان است و دیگر نیاز به محاسبه سایر  ௞ݔمحاسبه هر متغیر 

توان  مینیز  ௜௝ܣباشد رابطه بالا را به کمک کوفاکتورهاي  میمقادیر مجهولات ن
  .بصورت دیگري نمایش داد

௞ݔ = ∑ ௕೔஺೔ೖ
೙
೔స1

ௗ௘௧஺
                                                   

  :بعنوان مثال دستگاه معادلات زیر را به دو روش حل خواهیم کرد

ቐ
1ݔ + 2ݔ2 + 3ݔ3 = 5                     (1)
1ݔ− + 2ݔ3 + 3ݔ5 = 6                  (2)

1ݔ2 − 2ݔ + 3ݔ4 = 11                     (3) 
�                          

  
کنیم تا مجهولات بدست آیند؛  میمعادلات را دوبدو انتخاب کرده و ساده : روش اول 

  :کنیم میرا حذف  1ݔمتغیر ) 2(و)1(با جمع کردن معادلات 
2ݔ5) 4(               + 3ݔ8 = 11                                              

  :کنیم میکم ) 3(را از رابطه) 1(دو برابر رابطه 
2ݔ5) 5(             + 3ݔ2 = −1                                                
  :بدست آید 3ݔکنیم تا  میرا از هم کم ) 5(و)4(معادلات

3ݔ6 = 12                                                                               
3ݔ = 2                                                                                  
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  :آوریم میرا بدست  3ݔرا بکار برده و ) 5(یا ) 4(حال یکی از روابط 
2ݔ5 = 11 − 3ݔ8 = −5                                                    

2ݔ = −1                                                                             
  :آوریم میرا بدست  1ݔقرار داده و ) 1(را در رابطه  3ݔو 2ݔمقادیر حاصل براي 

1ݔ = 5 − 2ݔ2 − 3ݔ3 = 1                                               
  بنابراین

൝
1ݔ = 1

2ݔ = −1
3ݔ = 2

�                                                                            

ابتدا . کنیم میاین بار از قاعده کرامر استفاده کرده و مجهولات را محاسبه : روش دوم
  :دهیم میدستگاه معادلات را بفرم ماتریسی نمایش 

ቈ
1 2 3

−1 3 5
2 −1 4

቉ ൥
1ݔ
2ݔ
3ݔ

൩ = ቈ
5
6
11

቉                                             

  :و طبق رابطه کرامر

1ݔ =
ቤ

5 2 3
6 3 5
11 ି1 4

ቤ

ቤ
1 2 3

ି1 3 5
2 ି1 4

ቤ
= 1                                                          

  

2ݔ =
ቤ

1 5 3
ି1 6 5
2 11 4

ቤ

ௗ௘௧஺
= −1                                                      

  

3ݔ =
ቤ

1 2 5
ି1 3 6
2 ି1 11

ቤ

ௗ௘௧஺
= 2                                                       

ܣݐ݁݀توجه داشته باشید که حتماً باید  ≠ باشد تا بتوان جوابهاي یکتایی بدست  0
  .آورد
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  اعداد مختلط-)پ(پیوست
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براي اندازه گیري . در محاسبات ریاضی و مهندسی همواره با اعداد سروکار داریم
  .گردد میپارمترها، محاسبات و تحلیل و طراحی از اعداد و مقادیر استفاده 

باشد و در انجام بعضی  میاعداد حقیقی شامل تعداد بسیار زیادي از اعداد منفی و مثبت 
با این حال در بعضی موارد از . باشد میمناسب و کافی  ها ريمحاسبات و اندازه گی

یا تبدیل لاپلاس نیاز به استفاده از اعداد  سیالعه مدارهاي با حالت دائمی سینوجمله مط
در این قسمت اعداد مختلط تعریف گردیده روابط و خواص . و متغیرهاي مختلط است

  .شود میآنها توضیح داده 

  تعریف عدد مختلط 1-پ
باشد که بصورتهاي گوناگون قابل  میعدد مختلط داراي دو جزء حقیقی و موهومی  یک

  :را بصورت زیر نمایش دهیم Zنمایش است اگر عدد مختلط 
ܼ = ݔ +                                                                               ݆ݕ
ݔ = ܴ݁(ܼ)                                                                               
ݕ =                                                                               (ܼ)݉ܫ

x  همان قسمت حقیقی وy منظور از . بخش موهومی عدد مختلط استj  1−√نیز 
این نوع . ه استنیز بکار رفت iحرف  jدر بعضی کتب ریاضی در مدار بجاي . است

 .نامند می" دکارتی" نمایش اعداد مختلط را شکل 

2ݔ معادله درجه دوم  + ݔ2 + 5 = این معادله در دستگاه اعداد .را در نظر بگیرید 0
اما در دستگاه اعداد مختلط این معادله . باشد میحقیقی بدون جواب است و قابل حل ن

ما را قادر به حل بعضی از مسائل تعریف اعداد مختلط . داراي دو جواب مختلط است
یک عدد . و معادلات کرده است که در دستگاه اعداد حقیقی  قادر به حل آنها نبودیم

علاوه بر شکل دکارتی که . صورتهاي گوناگونی ممکن است نمایش دهنده مختلط را ب
کل یک عدد مختلط به ش. نیز استفاده کرد "قطبی"توان از نمایش میقبلاً ارائه گردید، 

  :شود مینمایش داده ) یا آرگومان( " زاویه" و ) یا مدول(" مقدار" قطبی بر حسب
ܼ =                                                        ௝ఏ݁ݎ

݆پایه لگاریتم طبیعی و  eزاویه و  θمقدار و  rکه  = یک عدد  r. باشند می 1−√
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در بعضی کتب عدد . گراد قابل نمایش استنیز بر حسب درجه، رادیان یا  θحقیقی و 
Z  شود میبصورت زیر هم نمایش داده:  

ܼ =                                                    ߠ∠ݎ
توان عدد  میبا بسط نمایش قطبی . ي دکارتی و قطبی قابل تبدیل به یکدیگرندها نمایش

  :را بصورت دکارتی نمایش داد

൜ܼ = ௝ఏ݁ݎ = ݎ cos ߠ + ݎ݆ sin ߠ
ܼ = ݔ +                                   ݕ݆

�      ⇒    ൜ݔ = ݎ cos ߠ
ݕ = ݎ sin ߠ

�                    
توان نمایش دکارتی را به نمایش  میهمچنین با استفاده از خاصیت مثلث قائم الزاویه 

  :قطبی تبدیل کرد
ܼ = ݔ + ݕ݆ = ඥ2ݔ + 2݁௝ఝݕ                                          
tan ߮ = ௬

௫
                                                                      

  بنابراین

൝
ݎ = ඥ2ݔ + 2ݕ

ߠ = ߮ = tanି1 ௬
௫

�                                                        

بط در قسمت بعد، نحوه نمایش ترسیمی عدد مختلط را مطالعه براي فهم بهتر این روا
  .کنید

  نمایش ترسیمی اعداد مختلط 2- پ
. توان بصورت یک نقطه در صفحه اعداد مختلط نمایش داد میهر عدد مختلط را 

صفحه اعداد مختلط داراي دو محور عمود بر هم است که محور افقی براي رسم مولفه 
در شکل زیر عدد . رود میرسم مولفه موهومی بکار حقیقی و محور عمودي براي 

ܼمختلط  = ݔ +   :در صفحه اعداد مختلط نمایش داده شده است ݕ݆
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ین و قطبی بهتر درك رتزبا کمک شکل بالا، رابطه بین نمایش عدد مختلط بصورت کا
به نقطه متناظر  عدد مختلط وصل  برابر با طول برداري است که مبدأ را r. شود می
 yو  xي دیگر آن داراي طولهاي ها وتر مثلث قائم الزاویه اي است که ضلع r. کند می
  باشد بنابراین می

ݎ = ඥ2ݔ +                                                           2ݕ
θ این زاویه در جهت مخالف حرکت . نیز زاویه بین محور افقی و بردار است
زاویه داخلی مثلث  θ .شود میمحاسبه و اندازه گیري ) عتگردپاد سا(هاي ساعت  قربهع

  :قائم الزاویه است و اندازه آن از رابطه زیر قابل محاسبه است
ߠ = tanି1 ௬

௫
                                                             

ܼبعنوان مثال در شکل زیر عدد مختلط  = 4 +   :نمایش داده شده است 3݆
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  :نمایش قطبی این عدد بصورت زیر است
ݎ = ඥ2ݔ + 2ݕ = √32 + 42 = 5                                                

ߠ = tanି1 3
4 = 36/8°                                                                      

ܼ = 5݁36/8°௝                                                                                    
  

ܼبنا به تعریف مزدوج عدد مختلط : مزدوج عدد مختلط = ݔ + برابر است با  ݕ݆
ܼ̅ = ݔ − بعبارت دیگر علامت قسمت حقیقی ثابت و علامت قسمت موهومی  ݕ݆

به معناي مزدوج ) ܼ̅(گیرد میقرار  Zخط کوتاهی که بر روي حرف . گردد میبرعکس 
Z مزدوج یک عدد مختلط قرینه آن عدد در صفحه اعداد مختلط  به تعبیر دیگر. باشد می

را ) θ(اگر زاویه مربوط به یک عدد مختلط. است) محور حقیقی(نسبت به محور افقی
  .آید میثابت باشد، مزدوج آن عدد بدست ) r( منفی کنیم، درحالیکه آرگومان آن

  سابی اعداد مختلطعملیات ح 3- پ
  .در این قسمت عملیات حسابی مختلط بر روي اعداد مختلط را تشریح خواهیم کرد

  
براي جمع و تفریق دو عدد مختلط بهتر است ابتدا آنها را بصورت  :جمع و تفریق

منظور از کارتزین این است که در صفحه دکارتی مقدار حقیقی  .ین نمایش دهیمتزکار
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اگر  .و مقدار موهومی را بر روي محور عمودي نمایش دهیمرا بر روي محور افقی 
1ܼدو عدد  مبخواهی = 1ݔ + 2ܼو  1݆ݕ = 2ݔ + کنیم ) یا تفریق(را با هم جمع  2݆ݕ

) یا تفریق( باید قسمتهاي حقیقی آنها را با هم و قسمتهاي موهومی را نیز با هم جمع
  بنابراین.نمائیم

ܼ1 ± ܼ٢ = ١ݔ) ± (٢ݔ + ١ݕ) ±                                  ݆(٢ݕ
  :کنیم میبعنوان مثال حاصل جمع و تفریق دو عدد زیر را محاسبه 

ܼ1 = 2 + 3݆                                                                                 
ܼ2 = 5 − 4݆                                                                                  

  :پس
ܼ1 + Z٢ = ٧ − ݆                                                                           
ܼ1 − ܼ2 = −3 + 7݆                                                                      

باید ابتدا آنها را به  ایش داده شده باشند، براي جمع و تفریقاگر اعداد بصورت قطبی نم
  :کنیم میجمع دو عدد زیر را محاسبه بعنوان مثال حاصل . ین نمایش دهیمصورت کارتز

ܼ1 = 5݁36/8°௝                                                                           
ܼ2 = 8݁128/6°௝                                                                          

  بنابراین
ܼ1 = 5൫cos 36/8° + ݆ sin 36/8°൯ = 4 + 3݆                                    
ܼ2 = 8൫cos 128/6° + ݆ sin 128/6°൯ = −5 + 6/25݆                      

  :و همچنین
ܼ1 + ܼ2 = −1 + 9/25݆ = 9.3݁ି83/8°௝                                             
ܼ1 − ܼ2 = 9 − 3/25݆ = 9.56݁ି19/9°௝                                              

  
ین و هم بصورت قطبی توان هم بصورت کارتز میضرب دو عدد مختلط را : ضرب

1ܼاصلضرب دو عدد مختلط خواهیم ح می. نمایش داد = 1ݔ + و  1݆ݕ
ܼ2 = 2ݔ + y2j را بدست آوریم:  

ܼ1ܼ2 = 1ݔ) + 2ݔ)(1݆ݕ + (2݆ݕ = 2ݔ1ݔ + 2݆ݕ1ݔ + 1݆ݕ2ݔ +     2݆2ݕ1ݕ
= 2ݔ1ݔ) − (2ݕ1ݕ + 2ݕ1ݔ) +                 ݆(1ݕ2ݔ
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  :آوریم میبعنوان مثال حاصلضرب دو عدد زیر را بدست 

ܼ1 = 1 + 2݆                                                                                       
ܼ2 = 2 − 3݆                                                                                       

  :بنابراین
ܼ1ܼ2 = (2 + 4݆) − 3݆ − 6݆2 = 8 + ݆                                          

  
اگر اعداد مختلط بصورت قطبی باشند براي یافتن حاصلضرب آنها کافی است که اندازه 

حاصلضرب دو عدد . ي آنها را نیز با هم جمع کنیمها آنها را در هم ضرب کرده و زاویه
  :بصورت زیر است 2ܼ و1ܼمختلط 

ܼ1 = 1݁௝ఏ1ݎ                                                                                     
ܼ2 = 2݁௝ఏ2ݎ                                                                                     
ܼ1ܼ2 =                                                                  ௝(ఏ1ାఏ2)݁(2ݎ1ݎ)

  :آوریم میبعنوان مثال حاصلضرب دو عدد زیر را بدست 
ܼ1 = 2݁45°௝                                                                                    
ܼ2 = 3݁90°௝                                                                                    

  بنابراین
ܼ1ܼ2 = 3 × 2݁(45ା90)௝ = 6݁135°௝                                              

  
اند کافیست صورت  ین نمایش داده شدهبراي دو عدد مختلط که بصورت کارتز :تقسیم

بدین ترتیب مخرج بصورت یک عدد حقیقی . و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب کنیم
کنیم تا حاصل که یک  میسپس صورت را بر عدد حقیقی تقسیم . تبدیل خواهد شد

  :کنیم میبعنوان مثال دو عدد زیر را بر هم تقسیم . عدد مختلط است، بدست آید
ܼ1 = 2 + 5݆                                                                                  
ܼ2 = 3 − 4݆                                                                                  

  بنابراین
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௓1
௓2

= 2ା5௝
3ି4௝

= 2ା5௝
3ି4௝

 3ା4௝
3ା4௝

= ି14ା23௝
25                                               

  
௓1
௓2

= −0/56 + 0/92݆                                                                    
براي تقسیم دو عدد مختلط بصورت قطبی نیز کافیست اندازه صورت را بر اندازه 

  :مخرج تقسیم کرده و زاویه مخرج را از زاویه صورت کم کنیم
ܼ1 = 1݁௝ఏ1ݎ                                                                                     
ܼ2 = 2݁௝ఏ1ݎ                                                                                      

  
⇒ ௓1

௓2
= ௥1

௥2
 ݁௝(ఏ1ିఏ2)                                             

  
  :آوریم میبعنوان مثال حاصل تقسیم دو عدد زیر را بدست 

ܼ1 = 4݁89°௝                                                                          
ܼ2 = 2݁44°௝                                                                          

  بنابراین
௓1
௓2

= 4
2 ݁(89ି44)௝ = 2݁45௝                                                   

  
براي اینکه یک عدد مختلط را به توان یک عدد  :توانهاي صحیح یک عدد مختلط

  :ین نمایش داده شده استتزرت کارصحیح برسانیم دو روش وجود دارد اگر عدد بصو
ܼ = ݔ +                                                           ݆ݕ
ܼ௡ = ݔ) +                                                  ௡(݆ݕ

  
بار آنرا مشابه آنچه که در قسمت ضرب اعداد مختلط  nکافیست  ௡ܼبراي یافتن مقدار 

معمولاً این روش مشکل است و . د، در هم ضرب کنیم تا حاصل بدست آیدگفته ش
راه حل دوم که معمولاً . براي توانهاي بزرگ محاسبات وقت گیر و سنگین خواهند شد

 nشود اینست که عدد را به شکل قطبی درآورده و سپس به توان  میاز آن استفاده 
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  :برسانیم
ݖ = ௝ఏ݁ݎ                                                            
ܼ௡ = ௡݁௝௡ఏݎ                                                     

  
ܼخواهیم عدد  میبعنوان مثال  = 3 +   برسانیم 4را به توان  4݆

ܼ = 3 + 4݆ = 5݁53/1°௝                                                                    
  بنابراین

ܼ4 = 54݁ቀ53/1°×4ቁ௝ = 625݁212/4௝                                                   
ܼ4 = −527 − 336݆                                                                          

  
ܼام یک عدد مختلط kخواهیم ریشه  می :ي عدد مختلطها ریشه = را بدست  ௝ఏ݁ݎ
 kخواهیم بدست آوریم که اگر به توان  میبعبارت دیگر اعداد مختلطی را . آوریم

  .گردد ௝ఏ݁ݎبرسند، حاصل 
اضافه  ߨ2ابتدا لازم به ذکر این نکته است که اگر به زاویه عدد، مضارب صحیحی از 

اگر اندازه عدد ثابت . ریدنمایش قطبی عدد را بیاد آو. ماند میگردد عدد بدون تغییر 
اضافه یا کاهش یابد  °360یا  ߨ2بماند ولی زاویه آن به اندازه مضارب صحیحی از 

  بعبارت ریاضی. رسیم میدوباره به همان نقطه 
ܼ = ௝ఏ݁ݎ = ௝(ఏା2గ)݁ݎ = ௝(ఏା4గ)݁ݎ = ⋯ =               ௝(ఏ±2௠గ)݁ݎ

  
بصورت  Zام عدد kي ها توان نتیجه گرفت که ریشه میپس . عدد صحیح است mکه 

  :زیر است

ܼ
1
ೖ = ݎ

1
ೖ݁

ഇೕ
ೖ = ݁

1
ೖ݁ ௝(ഇ

ೖା2ഏ
ೖ ) = ⋯ = ݎ

1
ೖ݁௝(ഇ

ೖ±2೘ഏ
ೖ )                       

بعنوان . باشد یم kام هر عدد مختلط kي ها البته باید توجه داشته باشید که تعداد ریشه
  :خواهیم ریشه سوم عدد مختلط زیر را محاسبه کنیم میمثال 

ܼ = 8݁60°௝                                                           
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اگر این . بدست خواهد آمد Zي سوم ها همانگونه که گفته شد سه عدد بعنوان ریشه

  :مایش دهیم، داریمن 3ܼ،  2ܼ،  1ܼاعداد را با 

ܼ1 = √83 ݁
60°

3 ௝ = 2݁20°௝                                                                  
ܼ2 = √83 ݁

60శ360
3 ௝ = 2݁140°௝                                                           

ܼ3 = √83 ݁
60శ720

3 ௝ = 2݁260°௝                                                           
  

را به زاویه اضافه کنیم، ریشه بعدي تکراري خواهد  °360ي بزرگتري از ها اگر ضریب
  :شد

ܼ4 = 2݁
60శ1080

3 ௝ = 2݁380°௝ = 2݁20°௝                                            
  
تنها سه ریشه مجزا دارد که در شکل زیر  Zاست و  1ܼدر واقع همان عدد  4ܼعدد  

  .شود میدیده 

  
  

عدد هستند که بر روي  kام یک عدد مختلط kي ها توجه داشته باشید که همواره ریشه
ݎیک دایره با شعاع 

1
ೖ 360زاویه بین هر دو ریشه مجاور برابر . قرار دارند

௞
2గدرجه با  

௞
 

  .باشد میرادیان 
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  روابط مهم ریاضی 4- پ
در این قسمت به اجتصار بعضی از روابط مهم ریاضی آورده شده است که در حل 

  .توان از آنها کمک گرفت میمسائل مدار 
݆2 = −1                                                                                           
݆ = ି1

௝
                                                                                               

݁±௝గ = −1                                                                                      
݁±௝ഏ

2 = ±݆                                                                                       
ܼ + ܼ̅ = 2ܴ݁(ܼ)                                                                              
ܼ − ܼ̅ =                                                                             (ܼ)݉ܫ2݆
௓
௓ത

= 1݁2ఏ௝                                                                                         
ܼܼ̅ = 2ݎ = |ܼ|2                                                                               
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  :واژه نامه فارسی به انگلیسی    

 
Cascade connection اتصال پشت هم  
Admittance ادمیتانس  
Impedance امپدانس  
Inductance اندوکتانس  
Load بار  
Critical بحرانی 
Voltage source vector  بردار منبع ولتاژ 
Dimension  بعد 

Link بند 
Zero state response پاسخ حالت صفر 
Frequency response پاسخ فرکانسی  
Transfer function تابع تبدیل  
Network function م تابع سیست  
Network function  تابع شبکه 
Transpose  ترانهاده  
Coupling تزویج 
Tellegan تلگان  
Superposition جمع آثار  
Loop حلقه 
Fundamental loo حلقه اساسی 
Capacitance خازن  
Tree درخت 
Dual دوگان 
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Duality دوگانی  
Conductance رسانایی  
Degenerate subgraph  سودهزیر گراف  

Underdamped زیرمیرا 
Gyrator ژیراتور  
Inductor سلف  
Degenerate  سوده  
Branch شاخه 
Branch tree شاخه درخت 
Series branches هاي سري شاخه  
Parallel branches هاي موازي شاخه  
Unforced network شبکه بی تحریک  
Zero صفر  
Capacitance ظرفیت  
Linear element خطی عنصر  

Nonlinear element عنصر غیر خطی 

Natural frequency  هاي طبیعی فرکانس  
State space فضاي حالت  
Overdamped فوق میرا 
Cut set کات ست  
Fundamental cutest ست اساسی کات  
Minor کهین 
Cofactor کوفاکتور  
Graph گراف 

Topological graph گراف توپولوژیکی 
Nondegenerate graph هگراف ناسود  
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Hinged graphs گرافهاي لولادار 
Node گره 

Hinged لولادار  
Cutset admittance matrix ست ماتریس ادمیتانس کات  
Node admittance matrix ماتریس ادمیتانس گره 

Mesh impedance matrix ماتریس امپدانس مش 

Transmission matrix ماتریس انتقال  
Fundamental loop matrix ماتریس حلقه اساسی 
Fundamental cutest mantrix ست اساسی ماتریس کات  

Mesh matrix ماتریس مش 
Short circuit مدار اتصال کوتاه  
Open circuit مدار باز  
Lumped circuits مدارهاي فشرده 
Mesh مش 
State equations معادلات حالت 
Minimal differential equation معادله دیفرانسیل مینیمال 
Resistor مقاومت الکتریکی  
Current source منبع جریان  
Voltage source منبع ولتاژ  
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  :واژه نامه انگلیسی به فارسی    

 Admittance  ادمیتانس
 Branch  شاخه

 Capacitance  ظرفیت
 Capacitor  خازن

 Cascade connection  اتصال پشت هم
 Cofactor  رکوفاکتو
 Conductance  )رسانایی(هدایت 
 Coupling  تزویج
 Critical  بحرانی

 Current source  منبع جریان
 Cut set  کات ست

 Cutset admittance matrix  ستماتریس ادمیتانس کات
 Degenerate  سوده 

 Degenerate graph  زیرگراف سوده
  Dimension بعد

 Duality  دوگانی
 Frequency response  سیپاسخ فرکان

 Fundamental cutest  ست اساسیکات
 Fundamental cutest matrix   ست اساسیماتریس کات
 Fundamental loop  حلقه اساسی

 Fundamental loop matrix  ماتریس حلقه اساسی
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 Graph  گراف
 Gyrator  ژیراتور
 Hinged  لولادار
 Inductor  سلف

 Inductance  اندوکتانس
 Impedance امپدانس

 Linear circuits  عنصر خطی
 Load  بار

 Loop  حلقه
 Lumped circuits  مدارهاي فشرده

 Mesh impedance matrix  ماتریس امپدانس مش
 Mesh matrix  ماتریس مش

 Minimal differential equation  معادله دیفرانسیل می نیمال
 Minor  کهین

 Node impedance matrix  ماتریس ادمیتانس گره
 Nondegenerate graph  گراف ناسوده

 Nonlinear element  عنصر غیرخطی
 Open circuit  مدار باز

  Overdamped  فوق میرا
  Parallel branches  هاي موازيشاخه

 Resistance  مقاومت الکتریکی
 Series branches    هاي سريشاخه

  Short circuit  مدار اتصال کوتاه
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 State space  حالت فضاي
 Superposition  جمع آثار

 Tellegan  تلگان
 Topological graphs  گراف توپولوژیکی 

 Transmission matrix  ماتریس انتقال
 Transfer function  تابع تبدیل

 Transpose  ترانهاده 
 Tree  درخت
 Underdamped  زیرمیرا

 Unforced network  شبکه بی تحریک
 Voltage source  منبع ولتاژ

 Voltage source vector  بردار منبع ولتاژ حلقه
 Zero  صفر
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